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摘 要

本文应用小变形叠加到大变形
_

仁的分析方法
,

考察了表面受常静水载荷作用下可压缩和不 可

压缩弹性半无限体的表面平面应变失稳问题
,

得到了各自的临界屈曲条件的一般形式
。

在此基础

上
.

分别对由BI at z 一K 。材料和谐和材料所组成的可压缩弹性半无限体以及由Moo ne y 材料所组成

的不可压缩弹性半无限体
,

详细讨论了表面所受的静水压力对临界屈曲条件的影响
.

关健词 半无限体 有限变形 弹性屈曲 流体静压力 平面应变

一
、

引 言

所谓弹性半无限体表面的失稳
,

是指在载荷或变形达到某些临界值下
,

半无限体表面不

再保持通常的平面形状
.

研究半无限体
,

或更一般的层
—

半无限体组合的表面稳定性问题
,

除其本身的理论意义以外
,

还在一定程度上同地质构造的褶皱
、

地壳的屈曲 (与地震发生相

关) 史前的造山运动以及层合材料的屈曲等问题的探讨有关
.

早在本世纪三十年代
,

B io t汇
‘〕用其独创约增量变形理论

,

研究过由一类特殊的不可压

缩材料
—

M 0 0 n e y材料所组成的半无限体的表面失稳问题
.

1 9 7 3年
,

B r u n el le ‘名,
对 于可

压缩弹性半无限体和可压缩弹性基础上为弹性层
,

应用N O v o z hi lo v 在〔3〕中为叠加在大变

形上的小变形所导出的场方程
,

讨论了同样的问题
.

1 9 7 4年
,

U o m ani 和B ea tt y ￡‘1 对于由

H a d a m ar d 材料所组成的半无限体的表面失稳问题作了深入的研 讨
.

1 9 8 0 年
,

D o rr is 和

N e m at
一N a朋er

〔“’将半无限体的表面稳定性问题处理为层一半无限体组合的相 应 问 题 的一

种特殊情况
.

1 9 8 3 年和 1 9 8 4 年
,

C
.

H
.

W
u 和曹光中

‘6 ,
” 讨论了在轴对称受 压下不可 压 缩

弹性半无限体的表面失稳问题
,

得到了表面轴对称和非轴对称失稳的临界条件
.

1 9 8 6年
,

曹

光中
‘. , “’又考虑了双向受载下不可 压缩弹性半无限体表面的稳定性以 及由标准材料 (就 a n d

-

a r d m at er ial s) 所组成的半无限体的表面轴对称失稳问题
.

在上述文献 中
,

问题的提法和处理途径虽不相同
,

但有一个共同点
,

这就是都认为半无

限体的表面是 自由的
,

即表面不承受任何载荷
.

我们认为
,

在有些实际问题中
,

如在考虑海

.

钱伟长推荐
.
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底地壳褶皱等问题时
,

似不应忽略深海海水压力的作用
.

本文即在半无限体表面受不变静水

压力作用的假定下
,

考察由各向同性可 压缩和不可 压缩弹性材料所组成的半无限体的表面平

面应 变失稳问题
.

我 们假定
,

在表面失稳以前
,

弹性半无限体的变形是有限的
.

对于非线性

支配方程
,

仍采用小变形叠加到大变形上的分析方法
,

利用分 离变量法
,

分别得到了两类材

料所组成约半无限体表面失稳的临界条件
.

对两种特殊的可 压缩弹性材料
,

即B la t z 一K 。材

料和谐和材料 (h ar m o ni c m at e ri al s)
,

分析结果表明
:
半无限体表面静水载荷的存在

,

改变了表面失稳的特征方程
.

对于B la t z 一K 。材料
,

不仅在侧向压缩下半无限体表面会发生

失稳
,

而且在侧向拉伸时
,

表面失稳也是可能的
.

对于
.

由不可 压缩弹性材料所组成的半无限

体的分析结果表明
,

表面静水载荷的存在
,

对半无限体表面失稳的临界主伸 缩比 并 没 有 影

响
,

只是改变了临界载荷的数值
.

二
、

有限平面弹性静力学概要

设D 是一物质平面区域
,

物质坐标是(X
, ,

X
Z

)的质点经变形达到空间坐标为 (二
, , 二 :

)

的位 置
,

变形可描述为如下变换
:

x a

二x a

(X
,
)

,

(X
: ,

X Z
)〔D (2

.

1 )
, ,

它把区域D 变到同一平面的区域 d
.

设F
。 ‘是对应于变形 (2

.

1) 的变形梯度张量F之分量

F
a , = x 。 , ,

(2
.

2 )
“,

左C a u e h y 一G r e e n 变形张量B定义为 B = F
·

F
T

(2
.

3)
, ,

其基本不变量取作

J = (d e七 B)
, , 2

二 d e tF = 月
, 刀:

(2
.

4 )

I = F o F。一刁r+ A ; (2
.

5)

这里
,

刀
:

和刀
:

是两个主伸缩比
.

同C a u c h y应力张量 T对应的P iol a应力张量 6 定义为

o = J T (F
一 ‘

)
T

(2
.

6 )

这里 F
一 ‘

是F的逆张量
.

在无体力作用的情况下
,

藉助于P iol a应力
,

平衡方程可写成

。a ‘ , , == o (X
; ,

X
:

)〔刀
.

(2
.

7 )

设C是刀中的一条 曲线
,

定义为 X , ~ C ,
(L ) (2

.

5)

其中L是沿着曲线C度量的弧长
,

C 的单位切向矢量 S和单位 法向矢量N可以用各自的分量 来

表示
:

S , = q (L )
,

N , 二。, aC二(L ) (2
.

9 )

其中
, 。, , 是二维 置换符分量

,

即。: ,

= 。: 2

= o
, 。 , : ~ i

, 。 : :
= 一 ]

.

在映射(2
.

1) 下
,

C在d 中的象
c
可 以定义为

x 。

二 e a

(l) (2
.

1 0 )

其中I是沿着c度量的弧长
, c的单位切向矢量 s和单位法向矢量 n 的分量分别是

s a

二c 二(l)
, , a

二。a o e二(I) (2
.

2 1 )

l) 下标遍取整数值(1
,

2 )
,

下标重复出现意味通历其值求和
.

2 ) 下标的前置逗号标记对其后相应物质坐标的求导运算
.

3 ) 上标T代表转里
.



表面承受常静永载荷下弹性半无限体的表面稳定性分析 叭
~

~ -

一
- —
一一

~ ~
~

一 一一 ~ ~ — 一
—— ~ ~ ~

~
~ ~ 一

一—
~ 一 一 一 ~

~ ~ ~

—
—

一
—一

一~ ~ 一——
一

~

一
~ 一 一 - ~ 一 ~

一

一 ~ 一~ ~ — ~ ~
一

一一
- 一 ~ 一

一

其中
c 二(l)二F

a 潇C二(L )d L / d l (2
.

1 2 )

(d l)
忍二F

。 , F
a ,

心(L )C二(L )(d L )2 (2
.

1 3 )

作用在微元弧段dI 上的表面力为

td l二 r o , n b i
o
d l~ a a , N , i

o
d L ~ T d L (2

.

1 4 )

其中 T和 t分别是 P io la和 C a u e h y表面牵引力矢量
, : 。 。

和。 。 ,

分别是C a u e h y和 P io la 应

力分量
。

三
、

有限均匀变形状态的摄动及其对

半无限体边界表面力的影响

考虑稍微偏 离有限均匀变形状态的变形
:

x : 二几
;

X ; + u ,
(X

, )
,

二 2
= 几: X

: + u Z

(X
,
) (3

.

1 )

其 中 几
, ,

久
2

是描述均匀变形的主伸缩比
, “, , u :

是叠加其上的微小增量变形
.

我 们假定
,

“: , “:
以及它们对物质坐标 的导数都可视为小量

.

因此
,

在以下的运算中
, 。。 的 二阶及二阶

以上的非线性项均略去不计
.

这样
,

就有

了。 、_ l“
l + “川 “ 1 , :

、
‘ a A

少一 吸
、 封之, z 几2 十 路2 一2

(3
、

2 )

I ~ (几{+ 久里) + 2 (几
, u川 + 几

Zu : , :

)

J二兄:之
: + (几

‘u : , : + 几
: u , , ,

)

在半无限体的表面X
:
= O上

,

单位矢量S和 N的分量分别为

S
,

二 1
,

5
2
二 0

,

N I二 o
,

N
:
= 一 1

由(2
.

1 2 ) (2
.

1 3 ) (3
.

2 )得

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

d l

J石 = 山 十 “‘, ‘ (3
.

6 )

e
; (l)二 1

, e ; (l) ~
材2 , l

几, (3
.

7 )

令 a a , 二 云
a , + 杏

a ,
(3

.

8 )

一量冠以
“ 。 ”

或
“

· ”

分别代表该量对应 于均匀主 变形及其摄动 (小增量变形的部分)
.

这 样
,

作用于此边界面上的增量 P iol a 表面牵引力和 增量C a u c h y表面牵引力分别沿变形前
、

后边

界的法向和切向分量可计算如下
:

丁
·

N 一 承‘, ) ~ 犷二 = 万 , N , d o a
吞

a ,
= 杏

2 :

(3
.

9 )

T
·

S= 护
二

二N
,
S

o
d

, 。
二沙

。 , = 一少
: ,

(3
.

1 0 )

行
, 二 、

t
·

n 一
一

厂
一

= 了
,

t
·

S = 不二

几1
(3

.

1 1、3
.

1 2)

将(2
.

1 1) (2
.

2 4 ) (3
.

6 ) (3
.

7 ) 分别代入 (5
.

1 2 ) (3
.

2 2 )
, _

巨考虑到

云(万 ) = 厅
。 , d

。 , N , N , ~ 示
2 :

则有

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 、3
.

1 5 )
、、.‘产

‘.人右夕
2

封
1 2

。

r . 二二二 .

1 口
, ,

一
几八

合
2 2

召一, 1

/
。

仃 。 。

1 口
, ,

十
一 。

竺
\

‘ 一
几 -

行
:,土

月

凡

一一一习
.

手‘
、、口/
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四
、

表面承受常静水载荷下可压缩

弹性半无限体的表面失稳分析

现考虑一般的各向同性可 压缩材料
,

其应

变能函数

牙二班(1
1 ,

I : ,

I。)二才(I
,

J ) (4
.

1 )

这是因为
,

在平面应变下
,

三个应 变不变量分

别为

I : 二 i + I
,

I: = I + J气 I 。二 J名 (4
,

2 )

这样
,

P io la 应力分量

IX
之

田 1

a牙
_ a牙 。

.

a牙 一

口a ‘”泊下石了 , 乙

可
一厂 o ‘ +

一

石了
一

s a , 己‘ ”尹 b a

班
了一

罚昌州
尹 ,

平一箫仁淤
户

。
, 一

器 !比户

(4
,

3 )

(4
.

4)

(4
.

5 )

a班
刃一尸 , + 2 (凡: “, , , + 几:气

, : )平
, , + (几

: “: , : + 几: “‘, :
)牙

, ,

(4
.

6 )

、

、
矛、、.了

厅j决袱�
,.

J任月任
山

‘了、户‘

、诊了、,矛
.、‘尹
、
l了、.了、护了、.尹、刃夕

1011151214131817仕(4(4仔(4扭

器
一才

J + 2 ( , : 。: , : + * : “: , 2

)班
, , + (、

, 。: , : + , : 。: , ;
)牙

了j

将( 3
.

2 ) ( 4
.

6 ) (4
.

7 )代入 ( 4
.

3 )
,

得到

口: : = 〔2附
,几; + 平

, 还: 〕+ ( 4兄全附
, , + 4义; 义:牙

, , + 2牙
, + 义璧琳

J , )“:
, ,

+ (4泥
,
几:

班
, , + 2义f才

, J + 班
了 + 2 只丢牙

, , + 义:兄:平
, ,
)
。: , :

a : : 二〔2班礴
: + 牙

J凡:」+ ( 4几:几研
, , + 2七牙

I J 十研
, + 2凡{班 IJ

+ 义;凡班
, ,
)
。川 + ( 4几委沙

, , + 4又,凡2
班

, , + 2甲
, + 几灵班

, ,
)叭

, :

丁 : : 二2砂
, “:

, 2 一甲
, u : , ;

J : x二 2平
, u : , 1一班

J“l , :

记 A 二 ( 4材牙
I , + 4凡人班

l , + 2牙
, + 衬班IJ )

B 二 ( 4凡凡甲
I , + 2材不

1 7 十叽
+ 2孟盆班

, , 十义‘几:不
I ,
)

C二 ( 4几
:
凡平

, , 十 2几重不IJ + 砰
J 十 2还孟研

, , + 又;几:砰
, ,
)

D 二 ( 4滩委附
: , + 4 元,几:班

了, + 2牙
, + 几f班

, ,
)

E 二 2班
I ,

F 二 一班
,

( 4

则有 。 a ‘二占
a , 示

。, + 吞
。 , (不求和 )

其中 浮
。 ‘是K r o n e e k e r 符号

,

吞, ; 二 2班
,人; + 班

J几
: ,

云: : ~ 2才
, 久

:
十牙

J兄
,

( 4

吞
: ;二 A 。川 + B 气

, : ,

沙
: : ~ 伪

; , , + D 气
, :

( 4

吞 : : 二 E 。: , : + F “: , ; ,

杏 : : 二E 气
, , + F u : , :

( 4

将(4
.

1 7 ) ~ ( 4
.

2 3 )代入 (2
.

7 )
,

即得以
“。
表示的平衡方程为

湘
:川 + ( B + F )巩川 + E : : , : : 二0

( 4
.

9 )

1 6~ 4

( 4

.

1 9、4
.

2 0 )
.

2 1、4
.

2 2 )
.

2 3、4
.

2 4 )

( 4
.

肠 )
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刀“:
, z : + (C + F )

u , , : : + E “: , : ,

= 0 (4
.

2 6 )

对于我们所要考虑的问题
,

即表面承受常静水载荷下半无限体的表面失稳问题
,

在边界

X : = o上
,

增量C a u e hy 表面牵引力为零
,

即

子
,

二 o
,

矛
a

= o (X
: 二 o ) (4

.

2 7、‘
.

2 5 )

考虑到 (3
.

1 4 ) (3
.

1 5 ) (4
.

2 2 ) (4
.

2 3 )
,

(理
.

2 7 )和 (4
.

2 5 )可 以分别表成

_ _ 云~

‘“川 + L, 先
, “一沈汁

“川’” (4
.

2 9 )

(X
: 二 0 )

E “, , :
+ F u : 卜 ,

十 一

子七
几七

u : , x
” 0 (4

.

3 0 )

至此
,

我们的问题
,

在数学 上归结为寻求方程组 (4
.

2 5) (4
.

26 )在边条件 (4
.

29 ) (4
.

30)

下
,

是否存在非平凡解的特征值 问题
.

引进一函数功= 奴X
; ,

X :
)

,

令

日乞功
aX

xaX

A
、~ 一否不了

护苗
.

E a :苗
不二、户 ; 十 飞可一万、万 ~ ; ; 二笋二

-

口人 i 力 十厂 o 人 三
(4

.

3 1 )

则(4
.

2 5 )自动满足
.

将(4
.

3 1 )代入(4
.

2 6 )
,

便有

A

恶
+ M
澎备

咭+ D

是
一“

(4
.

3 2 )

其中
A D

.

。 (C + F )(B + F )
J妙

二
, ,

~

一 十 乃 -

—
一二,

—
- -

一
乙 乙

(4
.

3 3 )

设功可以分离变量
,

且可写成

价二 s in kX :夕(X
:
)

则(4
.

32 )变成
D g “ ,

(X
:

)一M点
2 9 ‘名,

(X
:
) + A k

‘

g (X
:

)二 0

(4
.

3 4 )

(4
.

3 5 )

其特征方程 为

D P 4 一M 寿
么P

: + A 掩4 = 0 (4
.

3 6 )

解出

P : kz( M 士心
一

砂几月刀
一

)

2 D

若 M
Z 一 4月D > 0

由‘因而功有界性
,

可得

功二 (a
: e x P [ 一 p ;

X
:

〕+ a : e x P〔一 p : X : 〕)s in kX :

(4
.

3 7 )

(4
.

3 8 )

(4
.

3 9 )

仓飞l
胜

J.其 中 「

Pl ~ L
价(M + 澎 M

Z 一 4A D

2 D

1 * 「

J
,

p , = L
k艺(M 一材 M

么
一 4 A D

--

-
- -

一 2刀一
(4

.

4 0 )

a , ,

吸为两个实常量
.

代(4
.

3 9 )入 (4
.

2 9 )和 (4
.

3 0 )
,

则有

l(
C - A D

B + F

一

令)。
! +

一

爵
”‘
〕
。



奴 曹 光 呼
,

李心卜 士 银闭不 JL匀、 1 7 又

一
, ~

-
~
~

一
一一
一

~
~ ~ ~ ~ .
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~ ~

~ 月‘ . .
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一
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+

氏
。一

爵
一
韵。

: + D E
.

飞

石不万
~

川」吼 = ” (4
.

4 1 )

台
一
孟

+F

J

‘了、
E

E 一
B + F

哟
:

对F+ 李、, 。

. 1 . , .

、 几 . , l
色

止 ! P i
’

十
-

一一
万下一万一一 一 Z al

J 。 十 I’ J

..r.七
�

!l
�

E
(
F + 母: z

兄1
( 二 +
汽

:

\ 几 1 )
kZ

B + F

A D

B 十F

B 千尹 ( 4
.

4 2 )
nU

一一
自山a

、‘
、

!
+P

、...J

‘

、.夕了一

一
几尸
�r.,、.‘

十

尸= C 一

R = E 一

对 F +

李、
、 几里 ,

B + F

Q =

S =

D E

B 十 F

一么久丸

对 F +

李、
、 几 ! / ( 4

.

4 3 )
B + F

欲使( 4
.

4 1
.

) ( 4
.

4 2 ) 对a ;和a :
存在非平凡解

,

考虑到

必须而且只需系数行列式

尸p : 寿
么+ Q p 君 I

l, 0

刀户孟+ S 护
( 4

.

4 4 )

p lP : 一
了吾

,

p : + p :一
翌 ( 4

.

4 5 )

由 ( 4
.

4 4 )可得

‘PR
一Qs )

_

/婆- 二剑华丝夕
一Ps 一。

一

r- I J I
,

声
( 4

.

4 6 )

其中 M
, A ,

D 同号
,

且D 今。
.

( 4
.

46 )即给出在满足条件( 4
.

38 )下 表面承受常静水载荷的可压缩弹性半无限体表面失稳

的临界条件
。

若

M 么一 4A D 二 o ( 4
.

4 7 )

则考虑到
“。
因而功的有界性

,

功可 以写成

协二 ( a
:

e.x p 〔一p X :〕+ a :
X

: e x p 〔一 p X
:
〕) s i n kX ; ( 4

.

4 8 )

其 中

,

/
一

刃
p = 尽

闷 功
( 4

.

4 9 )

将 ( 4
.

4 8 )代入 ( 4
.

2 9 )和 ( 4
.

3 0 )
,

则有
(尸户梦 + QP

吕
) a

: 一 (点
么P + 3Q p

z

)a
: = o

(刀p
Z + S k“

考虑到寿斗 0
,

欲使a : ,

气不同时为零
,

:

(尸p k
忍+ Qp s

)

( R P
么+ S庵么)

再考虑到 ( 4
.

4 9 )
,

则由 ( 4
.

5 2 )得

) a : 一2 对P a : 一 0

应有行列式

一 ( k
么P + 3Qp 么)

一 ZR P

( 4
.

5 0 )

( 4
.

5 1 )

( 4
.

6 2 )

,

, 。 _ , ,
、

M
t厂式 一 石O 甲 ) , 万了f 一

‘』J
RQ筹

一sP 一。
( 4

.

5 3 )

( 4
.

53 )即给出在满足条件 ( 4
.

47 ) 下表面承受常静水载荷的可压缩弹性半无限体表面失稳的

临界条件
.



表面承受常静水载荷下弹性半无限体的表面稳定性分析

五
、

关于两类可压缩弹性半无限体的讨论

5
.

1 B la tz 一Ko 材料的情形

对于可 压缩的B la七z 一K 。〔‘。’材料
,

其应变能函数为

、一普(分
2 ‘一 ‘

) (5
.

1 )

研
才
一
普
‘

一 “,

附

一
; “

一 3 + 。

牙
2 2 = o ,

研
r , = 一“J

一 8 ,

不
J J = 3户IJ

一 4

3 。 。
A 一
渝价

B 一“
,

c 一 ,

(5
.

2 )

(5
.

3 )

(5
.

4 )

刀=
3

欢拼
“一、

轰
,

“一

戒
心 + 几

久贾七

‘

) (5
.

5 )

十一赶
一

M 一

(几于批 几全久
心、

了)拼
(5

.

6 )

口‘科
考虑 到 云: :

久1 一
(5

.

幻

其中q 为作用于半无限体表面的静水压力值
,

则由(4
.

20 ) (5
.

2) (5
.

7 )得

几育
3

凡
.

二 丁- -

二一了又

I
, .

9 、
【 」 , r

—
1

‘ 拜 ,

(5
.

8 )

显然
,

B la t z 一K o 材料满足条件(4
.

3 5 )
.

由(5
.

4 )一 (5
.

5 )
,

表面失稳的临界条件 (4
.

4 6 ) 在

此变为
3

[
* :
(
1 +

韵
’

}
‘一 1 2

[
‘:
(
‘+

去)
’

〕
+ ‘一。

由(5
.

8 ) (5
.

9 ) 得临界主 伸缩比与表面静水压力值的关系为

(5
.

9 )

产了.、一一
侣�口

了、2自凡
0

。

5 9 9 1
_

1 8 6

、、.声
,

q一
�

“+
,工

/‘几、一一

一 /
, ,

q \11 ‘,

1 1 + , l
、 户 ,

2
.

5 1 9

= 八下奋
一

可l-h
’

、 上 甲
- 一

刀
、 拼 ,

( 5
.

1 0 )

越护
0

.

7 3 5
( 5

.

1 1 )

、.产、产(1lo(2lc
.

凡
.

滩

如果将对应于均匀变形状态的 C a u c h y 应力分量 T : ,

C a u c h y 和 P iol a 两种应力张量之间的关系

T = J
一 ’仃F ,

算得临界 C a u e h y 应力

少 , 。 = 几甜扮
: ; 。

由 ( 4
.

1 9 ) ( 5
.

2 )( 5
.

3 )
,

得

和 T
: :
分别标记为 T : 和 T

: ,

按

( 5
.

12 )

( 5
.

1 3 )

汀z 一。 =
丸

。
凡贾

。

一 1 ( 5
.

1 4 )

将( 5
.

1 0 ) ( 5
.

1 4 )代入 ( 5
.

1 3 )
,

可得
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T {
= 一2

.

9 2 3 一 3
.

9 2 (5
.

1 5 )
拼

将(5
.

1 1 )(5
.

14 )代入 (5
.

1 3 )
,

3卫
拼

T 丁对
‘

一
~ ‘‘二 二二二U

_

甘1 勺ee U

又可得
.

0 5 5竺
拌

(5
.

16 )

由 (5
.

1 0 ) (5
.

1 1 ) (5
.

1 5 ) (5
.

1 6 ) 可以看出
:

1) 对于由 B la t z
一

K 。 材料所组成的弹性半无限体
,

临界主伸 缩比几
, 口和 瓜

。

以及临界

侧向载荷
,

都与表面所受的静水压力值 q有关
,

其关系曲线如图 2和图3所示 ,

2) 对于表面承受常静水载荷的这种弹性半无限体
,

不仅在侧向受压时表 面 会 发 生屈

曲
,

而且在侧向受拉下
,

其表面也同样有出现失稳的可能
,

类似于在 〔9〕中曾 报 导过的情

况
.

实际上
,

拉伸失稳
,

例如受拉试件中的颈缩现象等
,

在实践中早已发现
,

文献中亦有不

少作者的工作
‘’‘, ‘“, .

(
r

l。

/。

. . . . . . . . . . . 〔~ 旧曲 于 口

,

- 一
, 产. . ~

一
, .

一
~

.

-

2 0
.

遗 0
‘

6 0
.

‘

一
J

~ 叼召
一 ~ 一r

’

~一

一吕 玉
.

0

祥
矛矛.、‘广

丁

、、、、

抖脚拌

九口户」

一一

一

_
~

司三_
_ -

-
-

:

叼/ 2产

生仁l��

圈 2 圈 3

从图 2 可 以看出
,

不管是在受压缩还是在受拉伸情况下
,

沿载荷方向的临界主伸缩比都

随表面静水载荷值的 增大而减小
.

但在侧向受拉的情况下
,

静水载荷值对该临界主伸缩比的

影响更为显著
.

图 3 表明
,

表面静水压力对侧向临界载荷也有影响
:
在侧向受压下

,

临界压

载值随表面静水压力的增大而 增大
,

且影 响较显著
; 而在侧向受拉时

,

拉载却随表面静水压

力的增大而减小
,

但其变化不如侧向受 压情况明显
.

( 5
.

1 7 )

其中

于是

5
.

2 谐和材料的情形

对于可 压缩的谐和材料
〔‘s] ,

在平面应变下
,

其应变能函数形式是

平 ( I
,
J ) = 2拼〔H ( R ) 一J ]

拌是一个常量
,

H 是R 的给定函数
,

且

R = ( I + ZJ )
‘, 名= , + (

u , , : + “: , :
)

r = 凡l + 久
:

( 5
.

1 5 )

(
、

5
.

1 9 )

砰
I
~ 拼H

,

(
,
)

了 , , _ rH
产
〔r)

J

飞

邵 J = 艺拼l 一 一七一 一 1 !
L T J

( 5
.

2 0 )

4牙
z , = 2平

z 了 TI,
。

.

「r H
“

(
:
) 一H

‘

( ,
) 1

~
尸犷 J 了~ ‘拼 L一

—
户一 一 - 一」 ( 5

.

2 1 )



表面承受常静水载荷下弹性半无限体的表面稳定性分析

A ~ D = 2召H
l,
(r )

B = C二 2# 〔H
l’
(

,
)一 1 ]

(5
.

2 2 )

(5
.

2 3 )

E = 2 ; 丝业乏
,

F 二 2
承

一丝立立、
r

一

、 r /

显然
,

谐和材料满足条件(4
.

4 7 )
.

将(5
.

2 2 )~ ‘5
.

2 4 )代入 (4
.

5 3 ) (4
.

4 3 )
,

入临界屈曲条件(4
.

5 a) 并考虑到(5
.

7 )
,

则有

4万
11

(
:
)万

‘
(
:
)一

;
万

I,

(
,
)一耳

‘

(
:
) + 〔:万

”

(
,
)+ 万

‘(, )〕琪
‘

=

“ 一
、 一

“ 2拼

(5
.

2 5 )给出表面承受常静水载荷下谐和弹性半无限体表面失稳的临界条件
,

即q = 叮的情形
,

(5
.

2 5 )即给出与文献仁的中完全一致的结果
.

(5
.

2 4 )

再 将所得结果代

(5
.

2 5 )

对于表面 自由
,

对于谐和材料的一种特殊情况即标准材料
,

表征材料特性的函数

, , ,
。

、

1
才1 t lt ) = 飞

艺

(1 一 v ) 。
,

1
万 二 一二, - 、 扰

.

一 二 - ~ ~
了

-

Ll 一 艺v ) 1 一艺v

n
.

1
才t 十 二 一

二
-

l 一 乙V
(5

.

2 6 )

其中
, ,
为材料常数 (对于R 、 2 ,

相当于泊松比 )
.

由(5
.

26 )有

H
,
(
r
)=

1 一 少

1二豆石
一

r 一 H
“

(r) ~
1 一 ,

1 一 2梦
(5

.

2 7 )

代(5
.

2 7 )入失稳临界条件(5
.

2 5 )
,

1

1 一 Zv
’

算得

3 一 2梦+

r 。
= 丸

。
+ 灰

。
=

一 _

一
「

“(1 一 ”)L

2拌

q
1

,

1
. .

一佗丁一一
-

艺拌

(1 一 Zv
)

(1 一 Zv
)

(5
.

2 8 )

将(5
.

2 0 ) (5
.

2 7 ) 代办 (4
.

2 0 ) 并考虑到 (5
.

7 ) (5
.

2 5 )
,

则可 以解出

几l。 1

2〔1 + (1一 Zv
)q / 2产〕

(5
.

2 9 )

将(5
.

2 9 )代入 (5
.

2 5 )便有

, 二 =
一
_

一

卜
,

丝1二丝)牙丝竺
_-

2 (1 一 v )〔1 + (1 一 Zv )q / 2拼」
(5

.

3 0 )

如果表面 自由
,

即 g ~ o
,

则(5
.

2 9 )(5
.

5 0 )给出

2 一梦

2 (1 一
v
)

(5
.

3 1 )

可得临界 C a u c h y 应 力的相对值

(5
.

3 2 )

一一

.

滩
1一2

一一

.

凡

将(5
.

2 0 ) (5
.

2 7 ) 代入 (4
.

1 9 ) 并考虑到 (5
.

1 3 )
,

T : 。 z + (2 一 3 v
)叮/ 2召

2拌 一 2 一 , + (1 一 2 ,
)q / 2井

对于 o< v < 0
.

5 ,

显然有T : 。< 0
.

如记T , 。的绝对值为P : 。 ,

则有

P : 。 1 + (2 一 3 v
)口/ 2拼

2拼 一 2 一v + (1 一 2 ,
)g / 2“

从 (5
.

2 9 ) (5
.

3 0 ) 和 (5
.

3 3 ) 中不难看出
,

(5
.

3 3 )

对于由标准材料所组成的弹性半无限体
,

其

表面失稳的临界主伸缩比几
, 。 ,

凡
: 。
以及临界侧向压力尸

; 。 的值
,

都与表面所受的静水压力值 q

有关
.

不仅此如
,

由于表面静水压力的存在
,

丸
。

还和 v
有关

.

这明显不同于表面 自由时丸
。

和

v无关的情况(见(5
.

3 1 ))
.

临界主伸缩比几
; 。

临界侧向载荷尸
: 。与表面静水压力q之间的关系以及尸

, 。与 v之间的矢系
,

分别如图4
、

图 5
、

图 6 所示
。

.

、 - ,
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.
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吕 J
。

舀
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。

3

吸月卜

1
.

6

之
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2

0
.
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六
、

表面承受常静水载荷下不可压缩

弹性半无限体的表面失稳分析

对于不可压缩弹性体的平面应变
,

左C a u c h y
一

G r e e n 变形张量 B 的三个基本不变量 为

I , = I : 二 1 + A圣+ 且委二 i + I (6
.

1 )

Is = 尹 = 刀全刁全~ 1 (6
.

2)

对于如(3
.

1) 给出的有限均匀变形的摄动
,

有
I , 二 1 2二I

。+ 2 (几
: 。 : , ; + 几: u : , 2

) (6
.

3 )

1 3 = 火受几全+ (几
1。: , : + 几a。 ; , :

) (6
.

4 )

其中 10 = 1 十材 + 批 (6
.

5 )

I 。必须满足不可 压缩性条件
,

即有

几:几: = 1
,

几:。: , : + 汪: “: , : = 0 (6
.

6 )4 ,

对于各向同性的不可压缩弹性材料
,

应变能函数为

平二不 (I
: ,
I :

) (6
.

7 )

C a u c h y 应力张量 T 和 P io la 应力张量口分别是

T二 2

嘿
。+ :

嘿
(,

;

一。)。一 , .

。J 一 0 J 2

(6
.

8 )

叮二 2
口附
a l l

F 十 2
a砰
a l : (I

; l一 B )F一P (F
,
)
一 ‘ (6

.

9 )

这两个应力张量之间的关系为
v = O F r (6

.

1 0 )

将(3
.

2 )(6
.

3 )(6
.

4 )(6
.

5 )(6
.

7 )代入(6
.

9 )
,

并记

a牙 I
冲
一百兀

一

}
, : 一 ,

2一 , + ,
。

二
。 ,
一撰爵、{

, : _ 儿一 1十 , 。

(6
.

1 1
.

)

(6
,

1 2 )

幻 以后将直接引用第一条件而不加以说明
.
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麦亘里里赏赞主夔鱼下丝竺兰玉咀些丝赓醚壑塑丘
刃 :

(汽)= 4厂班
, ‘

+ (2 + 又2
)牙

工: 十 (z + 之
“

)溅
:

〕

B
:

(之)二 2 〔附
, + (1 + 之

2

)琳
2

〕

则有 。
。 , 二乃

a , 行。 , + 沙
a ,

(不求和 )

其中 合
、l
二几

I
B

;

(几
2

)一 之2
多

毋
: :
二通

Z
B

;

(之
,

)一之
,

声

于
; :
二〔B

l

(只
:

)+ 几孟多+ 之盆A ,
(几

2

)〕
。: , : + 〔4砰

,

+ 刀
:

(之
:

)皿
u : , :

一泥
Z

P

沙
2 :
二 [ 4砰

2 + A
,

(还
,

)〕u
, , , + 〔B

,

(几
,

) + 几}P

+ 兄圣刀
:

(只
:

)l“
: , : 一还沙

合
, 2

二 B
,

(o )
“; , : + (乡一 2砂

:
)
u : , ;

诊: 1

二B
;

(o )
“: , : + (多一 2砂

:

)
u , , :

多和户分别 为均匀变形下的静水压力和增量静水压力
.

将(6
.

15 )~ (6
.

2 了)代入 (2
.

7 )中
,

平衡方程为

[ B ,
(几

:

) + 几;乡+ 几圣A ,
(几

:
)〕
“: , : : + 〔2才

: + 乡

+ A
,

(兄
:
)〕
“: , : : + B (0 )

u : , : : 二之: 户
, :

〔B ;
(只

,

)+ 几受多+ 几要A :
(几

:
)〕。

: , : : + 〔2班
: + 多

+ A
;

(元
:
)〕

u : , 、: + B ,
(0

,

)
u : , , : 二兄

:

户
, :

考虑到(5
.

1 4 )(3
.

1 5 )(6
.

1 9 )(6
.

2 0 )(4
.

2 7 )(4
.

2 5 )
,

则有

H
lu , , : + J

: u : , : 一之
1

户二0

(X
: 二0 )

B :
(0 )

u : , : + 犷 ; 。: , ; 二 0

(6
.

1 3 )

(6
.

1 4 )

(6
.

1 5 )

(6
.

1 6 )

(6
.

1 7 )

(6
.

1 8 )

(6
.

1 9 )

(6
.

2 0 )

(6
.

2 1)

(6
.

2 2 )

(6
.

2 3 )

(6
.

2 4 )

(6
.

2 5 )

其中
H

: 一 4牙
2 十刁

:

(,
,

)一代
。

几 l
(6

.

2 6 )

J
;
= B

,

(几
;

)+ 几里乡+ 几里A
:

(几
;

)

犷
,

二吞一 : 附
,

十

李
-

几 l

(6
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