
应用数学和力学
,

第 13 卷第 1 期 (1 9 9 2年 1 月)

A PPlie d M a th e m a t ie s a n d M
e e h a n i e s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

一类非线性离散系统的指数二分性及其

在数值分析和计算中的应用
’

张 伟 江

(上海交通大学应用数学系
,

1 9 9 0年 8月20 日收到 )

摘 要

本文中我们考虑一类二阶非线性常微分方程的边值问题的迎风差分格式
.

我们运用奇异 摄 动

方法构造了该迎风差分方程解的渐近近似
,

并利用指数二分性理论证明了有一个低阶方程其 解是

该迎风方程式的在边界外的一个良好近似
.

我们还构造了校正项
,

使校正项与低 阶方 程的解之和

是一个渐近近似
.

最后一些数值例子用于显示本文方法的应用
.

关健词 非线性差分方程 奇异摄动 指数二分性

一
、

引 言

我们考虑形成如下的奇异摄动差分边界问题
:
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它们是以下一类非线性二阶常微分方程 边值问题的迎风差分近似
:
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该类方程 出现在弱交联振盏器链中锁相解的研 究之中“’.

近年来
,

奇异摄动 问题的数值分析是一个很活跃的领域
,

特别在流体力学
、

电力网络
,

数学生物
,

化学反应及控制理论之中
.

因为这一类奇异摄动问题显示出一个
“

刚性
”

现象
,

而

经典的数值方法会引发出严重的问题
,

故所以 对此类问题提出适宜的数值方 法是很 重 要的
.

至今已有许多文献讨论了这类问题
〔“一 5 ’,

但是主要是涉及线性情况
.

对非线性方程而言
,

迎

风格式(鱿 i) 就是所采用的一种差分格式
,

其 中一阶导数由其单边差分
、

二阶导 数 由其中心

差分来替代
.

作为(1
.

2 )的迎风差分格式(1
.

1) 在边界层外部的解是(1
.

2 )解的良好的近似
.

,
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在〔6〕中
,

对或u) 二
。,

刀= 刀(二
,

u) 的情况提出了单调差分格式
,

这些差分格式 是非线性

差分方程
。

因此
,

求解这样的离散差分方程也是很重要的工作
.

在文献〔门中R ei n h a r d 七运用形式

近似和校正项提出了线性奇异摄动差分方程的数值处理力 法
.

而如〔6 〕
,

对 非 线 性 差 分 方

程
,

我们只能采用迭代的方 法
.

在本文中
,

我们将利用奇异摄动技巧构造出二个低阶的差分

方程并使该二方程解的和是(1
.

1 )解的渐近近似
.

在这样的处理中
,

主要的困难 是 证明一个

被称为外解的低阶方程的解在边界层外区是一致近似于 (1
.

1) 的解
.

为此
,

我们运角了指数

二分性理论
.

这一主意来源于〔8〕中指数二分性在研究多重交联振撮器链的 应 用
.

本文所提

出的方法可用于高 阶非线性奇异摄动差分方程
.

在〔1
.

〕中
,

N
.

K o p el l和 G
.

B
.

E r m e n 七r o u 七证明 了如下命题
,

它可 用于确定奇异

摄 动问题(1
.

2 )的解的边界层的位置
.

命题 1
.

1 假设有一个区间J
,

其内

了(
u
)> o ,

f
“

(
。
)铸 o (对所有

u〔J)

并且在 J 中有唯一的“二 。。 ,

位于a与刀之间
,

使j’(
。。
)= o

为确定起见
,

又假设在一
。附近了

·

< 。,

Q一 , (。 )一 , (刀)一

{:
“(

·
)d

·> 。 (或 < 。)
.

让

U (二 )是以下方程

0 = 刀(二 ) + f(U )
:

(1
.

3 )

U (1 )= 刀< 二‘(或U (o )= a > u :

)

的解
,

并且 J 包含了酥的整个值域
.

如果对任何 x , o ( 劣( 1 ; U (x) 笋 “ : ,

那末对充分小的
。 ,

(]. 2 ) 有唯一的 (形 式) 解
,

该解在左边界点 (或右边界点) 附近有一个边界层
.

(如果 f
“

> 。
,

O< o (或 > 0)
,

那 末有

类似的结论
,

此时U (l) = 刀(或U (0) = a ))
.

以下
,

我们假设了
, g 和刀(二 )满足某些条件

,

使 (1
.

1) 的解具有左边界层
.

对右边界层的

情 况
,

我们可以运用类似的方法而得到相似的结论
.

本文各段安排如下
,

在第二节中
,

我 们构造 了一个低阶差分方程
,

并利用离散系统指数二分性理论证明了该

低阶差分方程的解
。 。是(1

.

1 )解的渐近近似
,

即它们在边界层外区可以一致接近
.

第三节构造了校正项。
。 ,

它使得
v , + 功 。是朴的渐近近似

.

通过给低阶方程解加上个校正

项
,

我们可以 得到各种渐近近似
.

这里主要是将〔7〕的构造法推广到非线性的情况
。

最后一节里
,

我 们举了两个例子予以说明
.

二
、

降阶方程及其外解

降阶方程是

。一刀
。+

食
: , (

。·十 ,
)一 , (

。·
)〕

(k= o ,

⋯
, n 多 。。 十 : ~ 刀) (2

.

1 )

本节 中我 们要证明其解
v 。

是一致近似于城(k ~ 1
,

⋯
, 。 + 1)

.

这也就是说
,

在边界层 之
。。 是 。。 的一个良好的近似

.

首先
,

让刀
。

~ 。。一 。* ,

我们将导出 ,7,

所满足的离散方程
.

继

运用离散系统的指数二分性 (〔9〕)来证明该差是一致逼近于零的
.

这个结论将是以下将

后外
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证明的一个定理的直接结果
.

让 刀
, h二。 。十 ,

一。。 ,

那末一定存在某常数口
,

口= 。 。+ f(
”。

)

可见
,

如果九位于某一个 区域
,

(秃二 0
,

⋯
, 。 ,

其内f(u) 是单调
,

使得

”。 + ; ~ 刀) (2
.

2 )

即可逆的
,

那末〔2
.

2 )的解
。。
存在

.

类似地
,

对此口
,
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.
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注意到
,

其 中凡是涉及
。。一 。。十 ,

的项都是O (h )
,

刀, 十 ;
= A , 冲。 + H (刀

。十 : , 刀。) + O (
。
)

我 们又有

其中 , 。一 是。,

(
。 , 十 :

)/ 「,
,

(
。 , 十 ,

) +
导
。·

(
。。 * ;

)
“ I L “

(2
.

5 )

]
,

H 是其 变量二阶或更高阶项的函数
,

“-

1 ,

⋯
, n 。

很清楚的是
,

如果对所有
。〔J

,

j’(的笋 O
,

那末月。
的绝对值不等于 1

.

由此
,

我 们将证明

(1
.

1) 的解叭存在且
一

可任意逼近(2
.

2 )的解
。。 ,

其 中
。 。〔J

,

其内 f 单调
.

为确定起见
,

我们设

j’> 0 , “〔J
.

上述期望的结论来于离散系统指数二分性理论
.

对某一个线性差分方程
:

夕。 + :
~ M

。。 :

(2
.

e)

让 才(k
,

l)二M
。 _ , ⋯M

: (若 k> I)

= I (若 k = !)

一M 护⋯ M川
;

(若 几< l)

为其转移矩阵
.

我们说 (2
.

6 )在自然数集 Z 上有一个指数二分性
,

是指如果存在正数 k
,
口和

一簇投影尸
, ,

徒Z
,

(a ) P , + ,
·

M
, = M

o P 。
(k〔Z )

(b ) }t(、
,

z)尸
‘}( 浮e x p [ 一a (、一z)〕 (若z簇、)

It(掩
,

l)(I 一P :
)l簇寿e x p [ 一 a (l一庵)〕 (若 l) k )

这表明存在一簇投影
,

它们可与方程(2
.

6 )算子交换
.

该投影是有界的
,

且(2
.

6 )的位于 {尸。卜

区域内的解是指数型衰减的
,

而位于 {尸, }零空间中的解是指数型递增的
.

K
.

J
.

P al m e r

(〔8 〕)给 出了以下一些结果
:

引理 2
.

1 假设M
。三M是一个常数矩阵

,

那末(2
.

6 )在 Z 上有一个指数二分性的充要条

件是M没有模为 1的特征值
.

引理2
.

2 具 有指数二分性的系统的小摄动仍然具有指数二分性
.

即
,

女口果 M
。 ~ 万 + D 。 ,

而 }D
, }夫 于 盏是一致地充分小

,

那末 外
十 ,

= M协有一个指数二分性也 就意味着(2
.

6) 在Z 上

也有报数二分性
.

(对D 。 的精确估计及M
*的指数二分性常数计算

,

可见〔9〕)
.
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吸

以下
,

我们将证明类如 (2
.

5) 的隐式差分方程的有界解的存在性
.

该过程类似于〔们中的

证 明
。

定理2
.

1 设 {M
。}是一个

n x 。
阶可逆矩阵序列

,

寿〔2
.

又设线性差分方程(2
.

6 )在Z 上具

有指数二分性
,

其相应的常数是k
, a 而投影为尸

。

又设
,

对每个k〔Z
,

H 是其变量二阶或更高阶项的函数
,

{ r 。}是一个有界序 列
.

那末具

有以下形 式的隐式非线性差分方程

g 、+ ‘= M
*“, + H (g

。 + : , g ,
) + 。r ‘ t 2

.

7 )

有唯一解 {夕, }
,

徒Z
,

且对究分小的
。 ,

}“
,

}簇
e Zk(‘+ “一 “

)(1 一
“一 “

)
一 ‘

咫p Ir ‘ !
·

证明 根据H 的性质
,

我们可选取如此小的函数 d
,

使得当 {拼
‘

卜 Iv
‘

}( d (i = 1 , 2 )时

}}H (“
: , v ,

)一H (拼
: , v :

)l簇 , (l!产
: 一拼: l+ l

, , 一 , :

}})

其中 ? 为满足 4k( ]
.

十‘
“

)(1 一‘
“

)
一 ‘, ( 1的一个常数

.

用 B 表示有界序列
“二 {“。}的B a n a c h 空间

,

其范数定义为 llu }= 。u p {“, i
,

于是
扮〔 z 七〔 艺

D 二 玉眨B :
{l
u
}}簇 d }

是B 的一个闭子集
,

从而是一个完备的度量空间
.

我们定义一个从D 到自身的映射
:

T
:

U 。十 : 一M
, U 。+ [ H (

。, 十 : , 。,
) +

。r *〕

该非齐次方程具有唯一的有界解 {U 。} (〔9〕)且对充分小的
。 和所有的 k有

}U
, I板k(1 + e 一 a

)(1 一 e 一 “
)
一 ’s u n IH 了“

, ‘

二 u ;

) + ￡r 。 l
七〔忿

簇 k(1 + 。一 “

)(1 一
。一 “

)
一 ’〔2 , j}

u
}}+

e }!r l!]

簇d / 2 + 卜}}/ 2 簇 d

因此
,

映射T
: “、U 将D 映射至D

.

接着
,

我们将证明映射T 是个压缩映射
.

假设。 , , “
正D

,

而U , ,

U
:

分别是它们的象
.

那

末牙
。一 U , , , 一 U

: , , 是以下方程 的有界解
:

平
, 十 , = M

。
附

。 + 〔H (“
: , , + ; , u , , ,

)一H (
。: , 。十 ; , u : , ,

)〕

于是

IU
, 一 U : }簇k (1 + ‘ 一“

)(1 一
。 一 ‘

)
一 ‘2 , {{“

, 一 。:

{{

, 1
,

气
一

万“
“‘一 u “Ij

·

以 上一些结论指出
,

映射T 有一个唯一的不动点
“ ,

即{娜}是(2
.

7) 的解
,

且
. ,

1
,

11“”炭 牙“““十胡吸1 十 ‘ ’

)叹1 一 e ’

)
‘

}1r fl.

故所以

ij川I簇 e Zk(1 + 。一 “

)(1 一
。一 ‘

)
一 ‘s u P lr

,

,

本定理证毕
.

定理 2
.

1可以用于定 义在所有寿〔Z 的差分方程而我 们所考虑约系统 (2
.

5 )却只定义在 1(

k簇” .

因此
,

我们必须对 (2
.

5 )作适当的推广
,

使之能运用指数 二分性理论
.

我 们注 意到
,

川果。 , 是常数
,

那么每个外解
v 。

也 是一个常数
,

从而 (2
.

5 )中的A 。在。。 十 :的线性化结果 也是

一个常数
.

于是
,

为了将 (2
.

5) 延拓为一个无穷的系统
,

我们可以定义刀
。= 。

,

k簇。 或 k)

, 十 1
.

由引理2
.

1和引理2
.

2
,

如果。。充分接近于一个常数
,

那末被适当延拓的系统 (孰5) 具
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有一个指数二分性
.

这样
,

我们就有

定理 2
.

2 假设 如上
,

那么方程(1
.

1) 有唯一解 且任意逼近于 (2
.

1) 的解
,

即在 h 充 分小

时
,

!“‘一 。 .

}~ O (
。) (k = ]J ⋯

, n
)

三
、

校正项和渐近近似

在上一节中
,

我们证明了低阶方程 (2
.

1) 的解
。。是方程 (1. 1) 的解

u *
的一个 良好的近似

,

其中k二 飞
,

⋯
, , 一

卜1. 即
,

所有的误差
。 。= u 。一九(k二 1

,

⋯
, 。十 1 )都为O (

。
). 同连续型函

数的情形相似
,

如果。 。
= a

,

那末就无边界层出现
,

而 (]. l) 可 以称为正则的
.

否则
,

若 。 。手

a ,

我们 就称解 {u 。}在存二 0处呈现一个边界层
,

a 一 。。

被称为边界层跳跃
.

一般说来
”。手 a

.

此

时
,

我们应该寻找校正项
,

使得降阶方程 (2
.

1) 的解加上校正项后是
“。 的渐近近似

.

当然有

许多途径来构造校正项
.

最简单的校正项是w ~ (a 一u0
, o ,

⋯
,

。)
,

这是 因为 切。 + “。= a’

二 , + 。 * = 。 * = 。, + O (
。
)(k = 1 ,

⋯
, , + 1 )

,

即
,

{。, + 。 * }是{“, } 的一个渐近近似
.

在这一节

中
,

我们将构造另一种校正项
,

它是〔7〕中构造 法在非线性问题(1
.

1) 中的推广
.

假设边界层出现在k二 o处
,

又设存在一个数 h
。 ,

使得0 < h< h
。

时
,

}
。。一 。 , l( “ 其中

c

与 h 和 ￡
无关

.

(h
。

可以 由引理2
.

2
,

即将指数二分性可扰动定理来确定 )

与〔7〕相似
,

我们 设

。 。= 。介
·

p * (k = o , i ,

⋯
, n + 1) (3

.

1 )

首先
,

我们希望计算与
C 无关的p , ,

使得笼叨
。}是(2

.

1) 解 {v 。卜的校正项
.

将 (3
.

1) 代入

(1
.

1 )
,

我 们有
一夕

·、一

(
F一 +

会
G 一)一

。

一(
F一 +

反
一

G一 +

含
G ·

)
·

。, p : +

又
G , ‘, 一 ’。, 一 ;

(3
.

2 )

其 中 F
:
二〔f(

u 。 )一 f (
。, 一 : )〕/ (

“。一 u k _ : )

G 。 = 〔g (“。)一 g (
“ , _ ;

)] / (
“ * 一 “* _ ;

)

这个表达式提示我们研究以下方程

。

一
F 。·+

食
G p 一

,

(“- ” + 1) (3
.

3 )

其中 P0 是一个待定参数
,

将由边界条件来确定
.

F = j’(0 )
,

G = g’(0)

由递推式

。。一

令(乡)
’

(“一。

一
+ ‘,

而p 。将在使笼
。。十 tD , }为渐近近似而确定

.

定理3
.

1 假设如上
,

并设。( 。《 {f
,

(
“
)t

,

lg’(
。
)l《M

,

屹J
.

那么王。。 + 。, }是{“, }的

一个渐近近似 (k = 0
,

1
,

⋯
, 。十 1)

.

其误差满足下列不等式

l

ju
, 一(”

, + 功,
)}《乙

· 。 ‘一万
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q > 1
,

L 是一个与
e 和 h 无关的常数

.

p 。二 a 一 。。.

证明 首先
,

我们有
:

当k = 0时
, “。一 (沙

。+ 切。
)= (a 一 。。

)一户
。二 0

当掩二 n + 1时
, u 。 * , 一 (”

。 十 , + w 。 十 :
)= 刀一 (刀+ e” 十 ‘P

. + :
)二 一

。“ 十‘P
。 十 : ,

一般说 来
,

我 们

有
.

I M
、今

!p 舌 }乓 }p , I灭荡不) (尺= U
,
”

’
, ” + ’)

因此
,

倘若让 。< 《 e0
,

其中 e0 一

(知 )
‘< , ,

其 中。
‘

,

那 么我们有

}“, 一 (
。 , + 。。)i《 i“, 一 。。 l+ ! , 。 }

j 刀工
、

七

/
~

- 。

二
奋

_ f 0 .
_

l 小 , ‘ 、
乓

、 C
.

e 十 e ,
。

I D 利
,

性一二 - 一 - .
、 月爪 /

l

《。 ‘一 。
·

(
。 + }p

。

})

(k二 1
,

⋯ n
)

定理证毕
.

四
、

例 子

我们将考虑两个例子
,

并运用第二
,

第三节提出的方法计算其渐近近似
.

为比较
,

又计

算了迭代解云* , ,

我 们首先研究

。“· + “ ·
u’ 一 s ‘n

等
一 0

, “
(o )一。

, 。(1 )一。 (4
,

l )

利用渐近匹配方 法
,

其渐近解是

。一 : 。

(
1 -

淤等)
一 L ·

(
‘一

二
·x p

l(是
一‘

)
二

小
。‘· ,

(4
.

2 )

该解在
二 = o处有一个边界层

.

应用第二节和第三节 中我们所提出的方法于(1
.

1 )
,

其中g( u) 二
“ ,

f(
“
)= 砂

, a 二口= 0
.

我们就有近似解

u , 二 。。 + 叨 。
(4

.

3 )

其中
。 。是以下低阶差分方程 之解

:

e x p (
。。十 ‘

)一 e x P(
” ,

)一 h s in (x
。二 / 2 )= 0

, 。,
= 0

其中 x 。= k
·

h
,

h= 1 / ” (k = 0
,

⋯
, n

)

而 。, = 。介p 。 ,

其甲 一人p , + p 。_ ,

二 o
, p 。= 一。

。 .

表 1 已显示出在。二0
.

01
,

h = 0
.

02 时“, 在整个区间 〔o
,

1] 上是 “的一个良好近似
,

即使

此时步长 h是大于参数 君
.

对更一般的奇异摄动差分边界问题

。一刀(二
, , 。· )+贵

〔, (。
·+ 1卜 , (“

,
)〕+ 。

·

卡
〔。(。

。一卜 2。(。
·

卜。(。一 )

(k= 1
,

⋯
, n , 0( 。< 。。. 晰。“ “。 + : 二君)
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我们运用命题1
.

1和类似的过程来得到近似解
.

在此
,

我 们将利用例 2 来显示其 近似解和渐

近解
.

我们考虑的第二个例子 是

⋯
+

一(普
s ‘n

一

警
一

)一
0 , ·

(”卜”, ·(‘, 一 ”
(4

.

4 )

对此较一般的方程
.

我们仍然可以 利用第 二节
,

第三节 所提出的方法而得到一个良好的近似

(请看表2所列 )
,

这个非线性方程可 见于O
尹

M al le y 的文献〔1 0 〕
,

在 〔幻 中作者曾用变量适

定因子法求得 了数值解
.

(4
.

4) 的渐近解是
。

一
, n

(
1 + c o 、

子)
一 , n

(卜 2

e x p (一 x / 2 “ ,
)
+ 。“ ,

而对(4
.

4 )而 言
,

降阶方程 是

e x P(
。* 十 ,

)一 e x P(
。 * )一 h(

一

誓
5 in

(警))
e x p ‘2一’一“

(”
。

二 0 ; h二 1 / ”
; k = n 一 1

,

⋯
,

0)

其较正项是砂八
,

其中再满足低阶差分方程

一 hP 。+ P 。_ 一二 0
, P。

= 一 口。 (k = 1 , 二
‘, 。

)

衰 1 (己一 0
.

0 1
,

h二 0
.

0 2 ) 衰 2

⋯渐近解
“

冈
! 0

.

5 礴s o 7 x lo 一11

一 0
.

9 6 8 36

一 一 0 9 3 0 0 3

} 一 0 8 3 7 5 5

l 一 0
.

7 2 3 6 8

l 一 0
.

5 9 8 1 2

- 一 0
.

4 6 8 7 1

一 一 0
.

3 4 1 1 1

{ 一 0
.

2 , 9 0 6

} 一 0
.

10 4 9 0

} 0
.

73 8 7 4 X 1 0一 ,

降阶解以 + 二、 }迭代解公*
, 。

迭代解公白二

0
.

2

0
.

,

0
.

4

0
.

5

0
.

6

0
.

7

0

一 0
.

9 6 8 36

一 0
.

9 12 5 5

一 0
.

8 24 9 1

一 0
.

7 1 5 13

一 0
.

5 9 2 7 5

一 0
.

4 6 56 2

一 0
.

3 39 5 5

一 0
.

2 18 4 3

一 0
.

1 0 4 76

0

0

一 0
.

9 0 4 1 9

一 0
.

8 9 9 9 1

一 0
.

8 2 2 4 1

一 0
.

7 1 7 36

一 0
.

5 9 6 8 2

一 0
.

4 6 9 7 6

一 0
.

3 4 2 8 7

一 0
.

2 2 0 6 3

一 0
.

10 5 8 1

0

0 2

0 3

0 4

0
.

5

0 6

0
_

7

0
.

8 0
.

8

0
.

9 0
.

9

(e . 0
.

0 1
.

h一 0
.

02 )

锰茹拭
一

ll

i’’漏茄游城
一 0

.

2 s9 9 4 x l o一 , 1 0

一 0
.

6 8 3 6 0 一 0
.

6 8 9 3 7

一 0
.

6 6 8 3 5 一 0
.

6 7 1 9 4

一 0
.

6 3 7 10 { 一 0
.

6 4 18 5

一 0
.

5 0 2 5 0 } 一 o
.

5 9 es x

一 0
.

5 3 4 8 0
.

一 0
.

5 4 1 2 9

一 0
.

4 6 2 3 4 一 0
.

4 6 9 2 5

一 0
.

3 7 4 3 1 1 一 o
.

3 . x x 3

一 0
.

2 6 0 2 7 { 一 0
.

2 7 5 2 3

一 0
.

14 5 5 4 ! 一 0
.

14 0 2 6

0
.

1 16 0 X 10 一‘ 一 0

O

}一
0

.

0 3。。:

,

一 0
.

6 3 86 1

一 0
.

6 1 07 0

一
0

.

56 , 2 2

}一
0

.

5 ; 4 。s

一 0
.

4 4 4 5 7

⋯二:
‘

:::::
}一 0

.

1 39 3 4

{ o

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . , . , . 口口 .胭

一
: , . . 曰. 言口已

一
. 吧. .

~
‘刁洲. . ,

~ ~
. . . 侧. . . . . . . . . .

~
州. . . . .

致谢 在此对 N
.

K o p el l教授的建议和指导 表示衷心的感谢
.

并对王长宁同志为本文

例题的牛顿 迭代解提供了结果表示感谢
.
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,
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