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摘 要

本文考虑了 R os s b y参数刀随纬度的变化并引进了, 参数 ? 二一 d 刀/ d g 二 2 日5 1。华/
。’ .

同时把刀

平面近似扩展为含 ? 参数的近似
:

f二 f0 + 刀
。g 一八夕

2

/ 2
.

这就更接近实际
,

特特是在较高纬度 地

区
。

本文着重研究了下参数对 R os s b y 波的作用
.

研究指出
:
下参数在较高纬地区有较强的作用

.

它可以形成纯 ? 参数所产生的 R os s b y波
,

并给出了在一般情况下的包含夕变化的R os sb y 波相速公

式
,

它在下
。= 。时退化为著名的R os sb y公式

.

研究还指出
:

考虑了刀的变化
,

即便基本气流。是 , 的

线性函数也可以出现不稳定
,

但 , 参数通常对 R os sb y波起稳定的作用
.

而且
,

它影响R os sb y波的

经向尺度和等位相线的结构
,

但都减缓R os
s b y波的增长或衰减

.

关钻词 R o s s b y波 R o s s b y参数 下参数

一
、

引 言

R o s s b y波是由于R 。。s b y参数 刀为作用所引起的
,

因为它是影响地球流体大尺度运动

的主要波动
,

因而它一直是地球流体力学的一个重要研究课题
.

然而
,

迄今为止
,

人们除直接应用球坐标系讨论H a u r w itz 波 (球面上的R 。。s s y波 )

外
,

一直采用刀平面近似讨 论R o ss b y 波
,

从波的形成
、

传播和稳定性等诸方面都取得 了许

多重要的结果 (例如
,

R o s s b y 1 9 3 9 C h a r n e y 1 9 4 7 ; P h illip o 1 9 6 5 , K u o 1 9 4 9 .

Z e n g 1 9 5 3 )
.

旋转地球的 C o ri ol 沁 参数为

f 二 2口 8 in 甲 (1
.

1 )

其中甲为纬度
,

口‘ 7
.

2 9 2 x 1 0 一 5。
一 ‘

(1
.

2 )

为地球 自转角速度
.

所谓R o s o b y参数刀乃是C o r io h s参数f对 , (经向距离 ) 的微商
,

即

、二
一

叮 _
一

杜
_

_ 2仇
。s 切

尸 一 d y 一 。d 甲
一 。

(1
.

3 )

叶
,

开沉推荐
.
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。



乞e
、

刘

其中
。= 6

.

3 7 1 x 1 0 O m

为地球平均半径
.

式 适 谭 本 馗

(1
.

4 )

若要进一步考虑刀随纬度的变化
,

则引进? 参数
,

其定义为
,

_ _

_ d刀 d 丫
7 “一万 = 一硬沪

,

~

2口s in 甲

a 2 (1
.

5 )

通常的所谓刀平面近似就是将C o ri ol is参数f在中= 中
。

附近作 T a y lo r

甲一中
。
出夕/

a
而得到的下列表达式

:

f = f
。+ 刀

。v

其中

f
。
= 2口5 in 甲

。

展开
,

取两项并取

(1
.

6 )

(1
.

7 )

刀
。

2习e o s甲。

利用刀平面 近似(1
.

6) 可知
:

个 , 的线性函数去近似
.

(1
.

8 )

刀~ 刀
。

意味着视 R 。朋 by 参数刀为常数
,

并且Co ri ol 抬参数用一

实际刀是随纬度甲变化的
,

若f的展开 式取三项
,

则得到

.

0 1
I = J o 一P oy 一 万护

。夕
乙

(1
.

9 )

其中

二坦噢塾
a 一

(1
.

的式表示C o ri ol is 参数f用一个夕的二次函数去近似
,

数
,

即

刀= 刀
。
一 , 。y

(1
.

1 0 )

而R o ss b y 参数刀则是 y 的线性函

与刀平面近似 (1
.

6) 式相比
,

, 增大而减小的特征
.

这样
,

(1
.

9) 式使f 随, 的增大减缓
,

与刀二刀
。

相比
,

(1
.

1 1 )

(1
、 .

1 1) 式反映了夕随

在中纬度地区
,

f
。 ,

刀
。 ,

了
。
‘ 10

一 ‘
S-

‘,

应用(1
.

的式和 (1
.

11 )式更符合实际
,

特别是在较高纬地区
.

护。的值可分别取为

刀
。
= Z x 1 0

一
“ m

一 ’。一 ‘, , 。

= 3 x lo
一‘日m

一 忿s 一 ‘

(1
.

1 2 )

二
、

考虑丫参数影响下的R os sb y波

我们就考虑正在和水平无辐散的R O朋b y波
.

在此条件下的线性涡度方程可

口
_

_

二二 十 幼
口 T 釜)

、: ,
·

移盟
‘

-
(2

.

1)

,叮了.、
、化简了为为

写以

其中 ‘= 到 , )为基本气流
; 训 为扰动流函数

; 二
,

11 分别表东西
、

南北方向
,

v {为水平面

上的 L a p la e e
算子

,

即

V 觅‘
a Z

.

a
Z

一艾卜二‘ 十 - 二二- 了
口劣

一 口夕
- (2

.

2 )



考虑尹变化下的 R os sb y 波

而
。一 。 a 么‘ 。 日忿万

”” p 一
雨

f ’ p ’一 入y 一瓦刃 (2
.

3 )

为基本气流绝对涡度的经 向梯度
.

本节着重分析R 。。。b y波的相速度
,

故取 。为常数
.

这样
,

方程 (2
。

1 )化为

(晶
一

十 。

勤
v : ,

, + (戊 一入 , ,

鲁
一。

(2
.

4 )

应用正交模方法
,

我们令

侧 ~ 岁(g )e x P〔ik (x 一
e t)〕

其中 庵为二方向的波数
, c
为该方向上的相速

.

(2
.

5 )式代入 方程 (2
.

4 )
,

当 忍一 c 今 O时得 到

(2
.

5 )

豁
一

+ “
‘

一
“’岁一”

(2
.

6 )

其中

二
-

卫虹 _ 护

砚一 C (2
.

7 )

a 。三
y 。

公一 C
(2

.

8 )

若不考虑刀随纬度的变化
, , 。

= 0
,

相应有a 。
二o

,

则方程(2
.

6) 化为

d Z少
‘

, 。

⋯
一, 一万

一

十 ‘
“

少 = 0
口夕

-
(2

.

9 )

由此便知 l相当于 , 方向为波数
,

并且由(2
.

7 )式求得口平面近似下的 R 。朋 b y 波的相速度公

式为

夕
。

‘~ “

一欢
(2

.

1 0 )

其中 K
、
为水平面上的全波数

,

它满 足

K : 二护 + 护

弩考虑刀随纬度的变化时
, , 。今 O

,
x 。
年 0 ,

方程(2
.

6) 称为 8 七o k e s 方程
.

在边条件

岁 !。= , :
= 0

,

岁 1。= 。。二 0

下求s t o k e s 方程 (2
.

6) 的本征值问题
。

对方程作 自变量 变换
,

令

占= 护一 a 。,

则方程 (2
.

6) 化为

(2
.

1 1 )

我们的问题是

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

d
么
岁

.

一1 尸二万 十 a 。
飞岁 二廿

口 白
-

(2
.

1 4 )

这是可 化为 B e o s e l方程的方程
,

_

见附录一 由此不难求得它的通解为

一 f
, ,

/ 2
。 , 」

八
.

。 、 ,

1 2
。 , ,

八飞
, 。 , 二 、

少一 材马AJ 认云夕冲
十 召气(谕萝) (2. ‘5)

其中 从 B为二任意常数
,

与 乓分别为1/ 3阶的第一类和 第二夹 B e s “d 函数
·



急台 刘 式

(2
.

1 5 )式代入边条件(2
.

1 2 )有

谭 本 馗

、下二瓦否丁{
A J*
(资

“
艺

一
。1

,
‘一

)
+ B Y *

喘
“

:

一
。1

,
。·

今卜
”

材下二石;玩{
A ‘*

(裔
‘

·

,‘

一
, 2

,
’, ‘

, + B Y、
(瓮

“
:

一
。:

)
, 一

)}
一。

(2
.

1 6 a )

(2
.

1 6b )

这是A
,

B的齐次代数方程组
,

欲使A
,

B 有非零解必须而且只有

一一

、

、,了万、..2J*
(去

(‘
2

一
。!

)
3一

)
J

式益
‘, 么

一
, 2

,
3一

)

Y*
(
一

J0--
“

’

一
“1

’

Y*
(谕

“
’

一
y :

,
(2

.

1 7 )

J去(, ;
)Y香(“

2

)一J香(”
:
)Y参(”

,
)一 o (2

.

1 8 )

其中

2
‘ , , ,

2
, , , 、 , , ,

2
。 . , ,

2
, , 。

叮;
,

.

石二一 自一
r 一

= 下二, t ‘一
口。夕1 )

一‘ 一 ,

刀2
= 不二一 g 三

‘ 一

~
~

万二二叹l

一
a o夕: )

“’ 一

(艺
.

1 , )
Q “ 0

、
0 “O Q “ 0 0 “ 0

方程 (2
.

18 )为超越方程
,

我们可 以根据 方程 (2
.

1 5) 的根去确定本征值
。 ,

见附录二
,

但

考虑 yIJ 实际大气 中a 。
* s x lo

一 ’7 m
一3 ,

l么一 a o g :

< I
艺
一a ov ; < 1

2
‘ 3 x lo

一 “ m
一 忿,

则有 勺: ) 勺
:

》 1
,

故应用 B es sel 函数的渐近公式

J
,

(x )、汀子 C O S
I , 汀 兀 \

火劣 一十丁
七

一丁夕

Y
,

(二 )、了资

汀X

2
.

I v汀 兀 \
s ‘n 叹x 一万 一万声 吸x 今 OO ){ (2

.

2 0 )

则方程(2
.

15) 化为

而扮卜
。S

(
。1 一

弩)
“‘n

(
。2 一

晋)一(
。2 一

爷)
“‘n

(
。! 一

餐)]
一。

(2
.

2 1 )

由此得到

因而

s in (叮, 一刀
:

)二 0

刁: 一叮2 = ”‘ (
拐= 1 , 2 ,

⋯

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

将上式改写为

1 一吸
刀1

再利用(2
.

1 9) 式
,

则方程 (2
.

23 )近似有

卫
,
一。。v、)

’

竺_ 旦丝丝

(2
.

2 4 )

(”~ 1
,

2
,

⋯ (2
.

2 5 )

以 (2
、

7 )式和 (2
.

8 )式代入上式得到
一 : : , 二 ‘、 .

了3”即
。
、

, l吕 , 二 _ 、 : z : , o

污 、. 一‘ 少甲 砚一下厂
-

一 口 气U 一‘ 少 一 气P 。一 y oy l l ~ U
、 ‘ I

(2
.

2 6 )



考虑刀变化下的 R os s by 波

这是一
c
的代数方程

,

我 们近似求解它
.

若忽略方程(2
.

26 )左端第三项
,

则除
c = 忍的根外求得

3 ”兀下。

。一。

一岌
s 一

(
, 一 ‘

,

2
,

⋯
(2

.

2 7 )

这是纯 , 参数所产生的 R 。韶 b y 波的相速度
,

显然
,

着不考虑刀随纬度的变化
,

, 。
= o ,

则此

波速失去意义
.

由(2
.

27 )式看到
:
这个波速除与 云 有关外

,

也与波数 掩有关
,

而且与 k有关

的项与护成反 比
.

它说 明波长越长
,

若忽略方程(2
.

2 6) 左端第二项
,

二 。一

左脚
,

波更易静止或向西倒退
,

它在更高纬的地区常见
.

则得到

(2
.

2 8 )

这是视 夕为变量的情况下
,

由刀参数所产生的 R o s o b y 波的相速度
,

若 , 。~ O时
,

它退化为

R o s s b y 公式

刀
。

‘ = 沙 一平 (2
.

2 9 )

当y。钾。时
,

它比 R o ss b y 公 式(2
.

29 )右端多一项入g :

/矿
,

这就增加了
c
的数值

,

这更符合

实际的状况
.

三
、

丫参数对正压稳定度的影响

在刀平面近似下
,

K u o( 19 49 )讨论 了R os s b y波的正压稳定度问题
.

他得到结论
:

若在

〔,
1 ,

头〕内舀一 。今。
,

则 R o s s b y波正压不稳定的必要条件为
。 a么云

万。
王 p 。

一百少 (3
.

1 )

在勿
, , 夕2

)内必须改变正负号
.

显然
,

若泣是夕的线性函数
,

且云 一c
在叻

: ,

, :

〕内不为零
,

则R os s b y波必然是正 压稳定

的
.

但当考虑刀随纬度的变化时
,

风转化为B (见(2
.

3) 式)
,

此时尽管 石 是 , 的线性函数
,

且在叻
: ,

头〕内一
c 斧 。

,

但仍可 以使B 改变符号
,

因而可 以出现不稳定
.

现在
,

我们考虑夕随纬度的变化
,

并设

云二石。 + : y (3
.

2 )

这里
: 表泣的经向切变

,

即

(3
.

3 )斗
一解一ya一口

这样
,

方程 (2
.

1) 化为

晶
+ 、。

。十二 )釜
一

〕
; : ,

, + (,
。一协 , )
罢

一。
(3

.

4 )

以 (2
.

5 )式代入方程 (3
.

4) 得到
、

d
么
少

_ 。

( . 。
一 “+ ￡夕)言奋

,
一

+ L户
。
一 “

“

(“一“) 一 ( , 。 + “
‘s )召」岁 ” 。 (3

.

5 )

利用上述方程
,

我 们讨论R 。朋 b y 波的稳定 度
.



4 0 刘 式 适 谭 本 馗

方
。

.

5 )是包含一个
。

奇
J

点协
一岑

和一样。
奇点OO 的 L a p ‘a o e 型 方程

.

若作变换

—公一= 一一 刀一
2

‘

/ 庵
么+ 也

i, S

石。一 C 梦一 e X p

〔
一

之万魂)中 (3
.

6 )

则方程 (3
.

5 )化为

d
Z
少 d少 ‘

粉万护
卜

一粉一己不一 “甲 = ” (3
.

7 )

其中

刀
。+ k舌(忍

。一 c
)

2s 甲万畜干解
_ 护。

分
(3

.

8 )

以上变换见附录三
.

方程 (3
.

7 )是合流超比方程

少 : = 刁F (a + 1
,

2
,

和

巾2 = 勺F (a + 1
,

2
,

这里

(K u m m er 方程 )
,

它的两个线性无关的解为

刀) (3
.

9 )

, )In 刁+ ⋯ (3
.

1 0 )

F (a
,

护, 二 )二
O 。 , 、

E 一黑牛
~

书 ’

杯石 尽里气r )惫
(3

.

1 1 )

为第一类合流超比函数 (第一类K u m m er 函数 )
,

其中

(a )
, 二a (a + ] )⋯ (a + k 一 1 )

,

(a )
。
= 1

为 G a u s s 符号
.

因为F (a 十 1 , 2
,

帕当a + 1 等于零或负整数时退化为多项式
,

使得 少
:

解
;
而中

:

中包含In 专
,

当刀是负实数或 , 改变正负号时
,

In 粉为复数
,

此时
,

波解
.

由此分析便知
,

当

a + 1 = 一 n
(
扮二 0

,

1
,

2
,

⋯ )

时出现稳定波解
,

否则是不稳定波解
.

(3
.

8 )式代入上式
,

得到

(3
.

1 2 )

成为唯一有界的

就会出现不稳定

(3
.

1 3 )

月
。+ 存孟(‘

。一 c
)

Zs M公干平
= ”+ 1

.

(
n二 0

,

1 , 2
,

⋯ (3
.

1 4 )

因为
, + 1 ) 1

,

所以
,

由此判断
,

风速切变数值越大
,

越 易不稳定
,

而刀参数和v 参数通常起

稳定的作用
.

特别
,

不考虑刀变化时
,

就= o
,

则 (3
.

1 4 )式化为

蠢一
+ 1 ‘

, :一 0 , ‘
,

2⋯
(3

.

1 5 )

这是G a m b o (1 9 5 0 )的结果
.



考虑 尸变化下的 R os sb y 波

四
、

丫参数对R os sb y波演变的作用

本节应用缓变波列的概念考察 , 参数对R 。“b y波演变的作用
.

为此
,

应用多尺度方法
,

设侧为下列缓变波列
:

势
,

~ A (X
,

Y
,

T )e x P〔10(劣
, 夕, t)]

其中
8
为小参数

,

而

X ~ 。x ,

Y ~ 。g
,

T 二 。t
,

口= 触 + 勿一 。t

(4
.

2 )式代入到方程 (2
.

1) 得到

(4
.

1 )

(4
.

2 )

〔
一‘(一

“。) +
·

恃
+ 。

子)〕卜
K : , + ‘·

(
2‘

器
+ 2‘

器
+ ,

骼
+ ,

豁
一

)
+ :
(黔

+

令)〕
+ :

(
‘“, + ·

器)
一。

(4
.

3 )

再应用W K B 方法
,

令

A 二通
。+ eA ; 十 e ZA : 十 ⋯

代入方程(4
.

3 )
,

求得它的零级近似为

{(。 一庵. )K 受+ B k}A 。~ 0

因为A
。

专O
,

则由上式求得频 散关系为

(4
.

4 )

(4
.

5 )

B k ~
, , , 、 , , , ,

、

。 = ““
一天万’

各沙t招
, ‘,

人
, 了 , J ) (4

.

6 )

由此求得波的群速度 c ,

在二 , , 方向的分量为

a口
_

B
.

2B壳2

勺
’

三万
.

庵一 = “ 一
双

一 十 了f

a口
.

j 丁 =

ZB寿l

K 君
(4
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其右端出现了包熟的项一 2“

毒
,

这意味着由于 , 参数的作用
,

导式 Ro
“s”y 波‘气 ‘同

号
,

槽线呈西北一东南走向)
,

产要减小或夕方向波要拉长
,

促进了R 。朋 b y波的增长
; 而曳

式 R o s s b y 波 (寿
,

l异号
,

槽线呈东北一西南走向)
,

护要增大或y方向波要收缩
,

促进了

R 。邻 b y 波 的衰减
.

由于丫参数在较高纬地 区 (急流以北地区) 的作用更明显
,

而那里导式

R 。韶 b y 波是衰减的
,

曳式R o s o b y波是增长的
,

因此
,

夕参数的作用减缓了R 。朋 by波的增

长或衰减
.

注意

器
一。

,

因而

D , K 考
D T 一 豁一

Zkl

涤
一

箭盟
+

赤) (4
.
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所以
,

全水平波数K 、演变与 l的演变结论一 致
.

由于正压R o ss b y波等位相线 (槽脊线 ) 的斜率 (它与x 轴夹角a 的正切 ) 为
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它使得卫留
“

< 0
,

但导式R o s s b y 波
,

ta n a < o ;

曳式R 。“ b y波
,

恤 n “> o ; 因而
,

夕参数的作用使得导式R o ss b y波槽脊线 日益接近南北走

向
,

而曳式R o 朋 b y 波的槽脊线 日益接近东西走向
.

上述槽脊线的演变使得k、 0或 l、 0 ,

同

样都减缓了R o s s by波的演变
.

五
、

结 论

本文考虑了R o s : b y 参数刀随纬度的变化
,

引进了, 参数
,

并从相速度
、

稳定度和波的

结构等诸方面分析了y参数对R 。“ b y 波的作用
,

主要结论有
:

1
.

, 参数主要在较高纬地区起作用
,

它可以形成纯 , 参数引起的 R os s b y 波
,

在通常

的情况下
,

考虑刀的变化后
,

使R o s s by波向东移动的速度增加
,
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二 护石
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.

夕参数使R 。 : , b y波正压不稳定的必要条件改为几 一为, 一豪号在 (夕
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) 内改变符
一 一

’ 一
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一 ’

一 口夕
“ 一 、

一
“
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‘

”
’
-

一
~
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号
,

这样
,

尽管 . 是 g 的线性函数 (在急流一侧通常是这样)
,

但仍可 出现不稳定
,

不过
,

一般情况下
, v 参数起稳定的作用

.

3
.

通过急流以北导式R o ss b y波的经向拉长 (曳式收缩) 和槽脊线趋于南北走向 (曳

式趋于东西走向)
,

夕参数减缓导式R o s s b y 波的衰减 (减缓曳式波的 增长)
.
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