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摘 要

本文根据文献〔l]
,

对非线性应力应变关系的弹性体
,

导出了弹性动力学问题的变分原 理和

广义变分原理
,

提出了混合位移协调元和混合应力协调元的瞬时广义变分原理
.

关健词 变分原理 弹性动力学 非线性弹性力学

一
、

非线性应力应变关系弹性体的动力学基本方程

在非线性弹性体的弹性动力学问题中
,

待求的未知函数仍然是三类变 量 氏 , ,
自 , , “‘,

共有15 个分量
.

不过
,

现在这1 5个分量
,

不仅是空间坐标 x ‘
(i = 1 , 2 , 3 ) 的函数

,

而且是

时间 t 的函数
.

从有限元离散的观点来看
,

我们不仅要对空间离散
,

还应对 时 间 离 散
,

而

且
,

还有时间与空间同时离散或不同时离散等问题
.

这些就是动力学问题与静力学问题的重

要差别
。

求解这类问题
,

共有 15 个在域口中必须满足的方程 式
,

即

( 1 ) 应变位移关系 (适用于小变形 )

,

“‘, 一奋(
u ‘, , + u , , 畜) (在。内 ) (1

.

1 )

( 2 ) 应力应变关系

口B

(适用于一 般非线性弹性体 )

一
或

粼一
(在“内 )

(1
.

Za
,

b )

或者是

A (
e )+ B (二 )一

e ‘ja ‘, = 0 (在口内 )

其中
,

余能密度B (。 )是。‘, 的高阶函数
,

应变能密度A (时是氏 , 的高阶函数
.

( 3 ) 动力平衡方程 (适用于小变形 )

J ‘j , , + 户
‘一 e 公‘一 p ”‘= 0 (在口内 )

其中
, c 。‘为粘性阻尼力

,

p 公‘为由质量引起的惯性力
,

歹‘仍为体积力
.

物体的边界条件
,

仍是

( 4 ) 边界位移 已知的边界条件

如 = 又 (在厂
。

上 )

( 5 ) 边界外力 已知的边界条件

(1
.

Z e )

(1
.

3 )

(1
.

4 )
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a ‘, n , 一尹‘= 0 (在厂
, 上 )

.

(1
.

5 )

总的边界面积为

厂二厂
。 + 厂

,

(1
.

6 )

还 应指出
,

现在的 . ‘和尹‘一 般都 为与时间t有关的函数
.

在动力学问题中
,

还必须知道非线性弹性体在某一时刻的位 移和速度
,

才能使解唯一地

确定
.

这个条件叫做初始条件
.

若把 已知初值的时间取 为t一 。
,

刀!‘末初始条件可表示为

在t = 0时
: u ‘

= u ?
,

公‘= 公了 (1
.

7 )

式中 川
,

酬是 已知的x ‘ (f= ]
一

,

2
,

3 ) 的函数
.

具有非线性应力应变关系的弹性体动力学问题
,

就是在式(1
.

4 )
,

(1
.

5 )的六个边界条件

以 及式(1
.

7) 的初始条件下
,

从式(1
.

1 )
,

(1. 2 )
,

(1
.

3 )等 15 个方程 中求解日 内15 个待定函

数
.

本文的目的是建立瞬时变分原理或瞬时广 义变分原理来代替上述微分方程的求解 问题
.

二
、

非线性弹性体动力问题的瞬时最小

势能原理和广义变分原理

1
.

瞬时最小势能原理

对于非线性弹性体的动力学问题
,

由于外力和位移都是时间 才的函数
,

并
,

且有由质量引

起的惯性力一 p 以‘作 用在系统上
,

如果再考虑系统的粘性阻尼力一 。公‘ ,

则可知非线性弹性体

的瞬时势能泛函为

。
,

一 {
。 {刀 (。) 一 (尸

。一 。。, 一。。‘)u ‘} 、。 一 }
_ , ‘u , d r

、 , 山‘ J J P
(2

.

1 )

非线性弹性体的瞬时最小势能原理为
:

在一切 有足够光滑性
,

并满足变分约束条件应变位移关系式(1
.

1) 和边界位 移已知条件

式(1
.

4 )的“‘和街 ,
中

,

其使瞬时泛函H
, ‘

为极小值的
、‘ 和 。‘, ,

加上初始条件
,

必 为非线性应

力应变关系的弹性体动力学问题的精确解
.

如果利用不参加变分的应力应变关系式(1
.

2 b )用它来引进 。‘, ,

则这个瞬时泛函极值问

题的E u le r 方程可以化为动力平衡方程式 (1
.

3) 和边界外力 已知条件式 (1
.

5 )
.

必要条件的证明 现在对瞬时泛函17 , 取变分
,

并注意到
,

现在为瞬时变分
,

即有

d 农
‘
= o

,

d “
‘
= 0 (2

.

2 )

于是
,

可得
。

~ f f 口A
。 ,

二
_ 、 。

、
_ 、

0 1 了, ‘~ }
一

飞而石
O“ , 一又声

’

‘一“. ‘一p 以‘)。u ‘

全d ‘才
一

二才

一

{
厂

。

有

矛‘d“‘d厂 (2
.

3 )

利用约束条件式 (1
.

1 )
,

口A
。

1 aA
, 。

.

。 、

a妊
。

蔽福
““‘= 厄 而于

又““‘
, ’+ ”“, , ‘)’石奋万

。u ‘, , (2
.

4 )

再利用G r e e n 定理和约束条件式(1
.

4 )
,

并注意到面
‘
在厂

。

上等于零
,

得

f 日A
。 ,

。 f 口A
。 ,

。

J
。

面
““‘a “一J。面

O u ‘, ’a “
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一

{
厂 ,

代入式(2
.

3 )
,

得

a A

a君
.一 摊了

“一 d ,
,

一

!
。

曙)
, J“一d。

(2
.

5 )

jll
, :
一

{
。

{
一

l(粼)
, 夕 + (“一”‘一 。“‘

)」
d一

}
d ‘,

f f 口刃 、
。

一 } 悦。 ” 、一多
‘卜O“

.
d l ~ 0

J j
’

, 七0 “ J 一
J

(2
.

6 )

由此可 得到下列E ul e r 方程

(黔
一

)
, J + ,

‘一而
‘
一洲

‘
一 。 (在。内 )

粼
一

衍 一 , 尸 。 (在厂
,

上 )

(2
.

7 a )

(2
.

7 b )

在利用应力应变夫系式(1
.

2 b )后
,

上式分别化为式〔1
.

3 )和‘1
.

5 )
.

因此
,

在变分约束条件步(1
.

1 )和 (1
.

4 )的约束下
,

式 (2
.

1) 瞬时泛函的极值条件导出了

E u le r 方程式 (1
.

3 )和 (1
.

5 )
.

所有这些约束条件和 E u ler 方程
,

连同初始条件
,

就构成本

问题的精确解
.

、 . ,

二
, ‘ . , , 、

卜

_ . 卜

~
,

_ 护A
。 。 _ _ _ 一

. ,

允分条件的址明 田士 万二石万万。自 J。心
l

是止正的
,

所以
,

有
u 。 ‘夕。。 k 名

占
2

刀 , :
= {

。

器
。;

6召‘, 占‘* ‘d口> 0 (2
.

8 )

这是非线性弹性体的瞬时势能泛函极小的充要条件
.

2
.

瞬时广义势能原理

现用 L a g r a n g e 乘子法
,

把约束条件式 (1
.

1)
,

(1
.

4 ) 吸收到泛函中去
.

设引入待定

L a g r a n g e乘子几, j ,

脚建立新的四变量瞬时泛函

二 :
. :
(
。‘,

, 。‘,

*
, , , 。‘

)一 {干
月(

。)一 (,
‘一。。‘一。。‘)

“‘

.

「 1
,

.

、

1
。

、
, 、 一、

(
_ ,

。
+ L

““ 一 2 又“ ‘
, ’ + “‘ , ‘)J

几‘,

了
a ‘“一J

厂。 尹‘“‘a 了

+

{
_ (。。一 。‘)。

‘
、r

J l
’

(2
.

9 )

注意到
,

现在为瞬时变分
,

有占如一 0
,

占”‘二 0 ,

所以
,

变分驻值条件为

_

_
_ _

。 、

f f了 aA
.

。

、
。

Jl l ;
‘, (““

,
“‘ , 凡“ , 拼‘)一)

。

认百云石
一

+ 几‘’

)
o “’一 L“‘’

一

;
(。

‘, 了+
一 ,
」
““‘J + (“‘夕

, J 一 (“一、一 p 。‘))“一

}
d 日

一

{
厂 , (“‘J

一
, ‘, “一 d r +

丁
r

“

、(一
“‘,“。

。+ (。。一“
‘J一 )‘一}d r

由于占。‘, ,

d几‘, ,

6。‘在日内
,

6“‘ 在厂
,

上
,

6 拼。
,

d “: 在厂
。

上都是独立变分
,

所以
,

得新泛函的六个E u le r 方程 为

(2
.

1 0 )

从上式求
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( 1 )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

( 6 )

子兰立
‘

+ 瓜
、

口弓‘j

口A
0 (在 g 内 ) (2

.

1 1 a

一 , 一

音(
。‘, , + ·, , :

)一 。

凡‘川 一 (户
‘一 e “ 一 p 公‘)二 o

札街 一孙= o (在厂
,

上)
u ‘一 忍‘二 G (在1

一 。

上 )

产‘一久‘, ”, = 0 (在厂
。

上 )

(在口内) (2
.

i i b )

(在口内) 2
.

1 1 e )

2
.

1 ld )

‘了、Z‘、

(2
.

1 1 e )

(2
.

1 1 f)

其中
,

式 (2
.

l lb )
,

(2
.

lle )是原来吸收进泛函的约束条件
,

现在变成 了新泛函的 E ul er 方

程
.

从 式(2
.

l la)
,

(2
.

llf )
,

我们导出了待定的 L a g r a n g e 乘子
,

这样识别的 L a g r a n g e

乘子为

口左

佃 ‘ 一而
J 气侄招囚 ) (2

.

1 2 a )

; ‘一“,

一黔
一 (在r

·

上)

而式(2
.

llc
,

d )化为动力平衡 力程和外力 已知边界条件
,

丙 ,
表示

,

则有
a ‘j , , + 户‘一 e 公‘一 p 公‘= 0 (在日内)

a ‘, n , 一万‘= o (在F , 上 )

将式(2
.

12a
,

b )中识别了的L a g r a n g e乘子代入式(2
.

9 )
,

(2
.

1 2b )

着用 式 (l
.

Z b )
,

即 用 aA / a
。‘, =

(2
.

1 3 a )

(2
.

1 3 b )

得两类变量新泛函为

“ , 一(

一卜{
。

{
A (

·

卜 (,
‘

一
。! 一 p 。‘)一

一

卜
, 一

;
(一

+
一 )]群

一

}
d “ 一

{
厂, , ‘一、r

「
, _ 、

日A
,

。

一 ! 〔封口一 斗‘ ) 万
-

—
称 一以 1

J 厂 “

”
口‘ : J

(2
.

1 4)

于是
,

我们得到适用于一般非线性弹性体
,

以 应变能为基础的二类变量弹性动力学广义变分

原理为
:

在一切有足够光滑条件的自
, , u ‘

中
,

其使瞬时泛函11 言
‘。

(自
, , “‘

)为驻值的价
, , “‘,

连 同

初始条 件
,

必为一般非线性弹性体的弹性动力学问题的精确解
.

在使用了式 (l
.

Zb) 以后
,

泛函 H 贫
‘: (。‘, , u ‘

)的变分驻滇条件绪出了式(1
.

1)
,

(1
.

3 )
,

(l
,

4 )
,

(2
.

5 )等四个 E u le r 方

程
。

在应力应变关系式(1
.

2 b )的约束条件下
,

我 们可将aA / a自
, 写成。‘, 于是

,

式(2
.

14) 可

以写成

H ,
: 昌
(。

‘, , 。‘ , a ‘,

卜{
。

{
A (

。

卜 (‘
感

一“‘一 , 。。)
。‘

1
_

、 _ 、
.

_ f
‘

一

一 L“ , 一 丁叹
“‘, , + “J ·‘)」a ‘,

少
“‘才一J厂

。 , ‘“‘d 了

一

{
厂

。

(。‘一“‘)J ‘, · , d r
(2

.

1 5 )

于是
,

得到下列瞬时广义势能变分原理为
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在式(1
.

2 b )的约束下
,

其使泛函 H
, ‘

曹(价
, , u ‘,

氏,
) 为驻值的

u ‘,

价, ,

伪 , ,

连同初始条

件
,

必为 一般非线性弹性体动力学问题的精确解
.

3
.

瞬时广 义余能原理

若根据余能原理
,

用两个待定 L a g ra n g e乘子兄‘
,

召‘ 把式(1
.

3) 和 式 (1
.

5 ) 两个约束条

件吸收到余能泛函中去
,

得到下列新的瞬时泛函为

IJ , 一 (a
‘,

·

“‘
,

, 名
‘

)一

{
。、B (a ) + (“

, / , J + ‘
:

一。‘一 p 。‘

)“
‘

}d .

一
}

r 、

。‘, 。, 。‘

dr 针
二 ,

(
,

二
, 一 ,

‘

加dr
沙 1 之范 J 吏 户

由变分驻值 条件
,

并注意到现在是瞬时 变分
,

曲
‘= 。,

加
‘

~ o ,

得到

(2
.

1 6 )

r f a B
‘、 。 。

.

,

二

⋯
、 。 ,

、
,

。
o ll e :百= 1 弓不

一二
一

。a ‘, 十 几‘。a ‘, , , 十 欠叮 ‘, 了十 厂
’

‘一 C 越‘一 p 以‘)O几‘ ra 占甘

J 日 ‘U U ‘J J

一

!
厂 , , ”‘一占a ‘Jd r +

{
,

·

。 ‘(
· , 。‘J一 ,

‘

, “;
‘+ 。:一“a ‘了, d r 一 0

(2
.

1 7 )

根据 恒等式

{
。

言(一
+
一) “a

‘Jd “

一}
。

+

{
,

一占a
, 了, Jd “ +

!
厂 。

一
d a 。, d r

u ‘”Jja
, Jd厂 (2

.

1 8 )

则 式(2
.

1
一

7 )可以写成

““ ,
。2
一

!
。

{}碧
, 一

二
(一

+
一 )
)」
。a ‘! + (, ‘

一 )。a
‘

川

+ (a ‘, , , + 尸
‘

一“‘一、“
‘

, 占“}
d‘”+

{
厂

,

‘一
”‘, 一 d / ‘, d l

’

+

{
二 ,

{(
·J。。, 一 , ‘)己; 。+ ‘。

‘十 一 )一“a
: J

}
d r 一”

(2
.

1 9 )

于是
,

导出E u le r 方程

簇
, 一

;
(一

+
一卜

。 (在“内 )

( 2 ) 久‘一 。: = o (在日内)

( 3 ) a , j , , + 户, 一 e 公‘一 p 公‘= o (在口内)

( 4 ) u ‘一 “‘二 o (在I’
“

上 )

( 5 )
n , ‘; ‘, 一尹‘= o (在厂

,

上 )

( 6 ) 拼 , + u ‘= o (在厂
,

上)

由式(2
.

2 0 b )
、

(2
.

2 0 f )
,

决定了‘
, 并‘
为

几‘= u ‘
(在口内)

产‘
= 一 u ‘ (在厂

,

上 )

把它们代入 式(2
.

IG )
,

得到瞬时广 义余能泛函

(2
.

2 0 a )

(2
.

Zo b )

(2
.

2 0 e )

(2
.

2 0 d )

(2
.

Zo e )

(2
.

2 0 f)

(i)

(2
.

Z la )

(2
.

2 1 b )

H ,
。:
‘。

‘, ,

一 , 一

{
。{B (。 ) + ‘a

‘, , J + “一“‘一。“· ,二 , d “
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一 {
_ 。‘J , , 。‘、r 一 {

_
(
。, a ‘, 一 ,

‘
)
u ‘、r

J l
。

J I P
(2

.

2 2 )

因此
,

适用于非线性弹性体的二类变量瞬时广义余能原理为

在一切有足够光滑条件的 山
, , 。‘中

,

其使二 变量瞬时广 义余能泛函式 (2
.

2 2 ) 为驻值的

口‘, , “‘ ,

连同初始条件
,

必为一般非线性的弹性体动力学问题的精确解
.

显然
,

在 使 用 了

式(l
,

Za )以后
,

刀
。 :

竺(a
‘, , u ‘

) 的变分驻值条件
,

给出了式(1
.

1 )
,

(1
.

3 )
,

(1
.

4 )
,

(1
.

5 )等

四个E u le r 方程
.

三
、

非线性弹性体动力问题的混合位移协调元和

混合应力协调元的瞬时广义变分原理

1
.

混合位移协调元的瞬时广 义变分原理

对整个非线性弹性体求解域 g 作有限元离散
,

分割为N 个有限元
.

现用式(1
.

2c)
,

将式

(2
.

1 5) 写出其等价形 式为

t s=

一

l{
。

{
。 , 、

1
, . 、

.
,

二

刀 又a ) 一万 J ‘, L“‘
, , 十 u , , 。) + 吸尹

’

‘一 C。‘一P“‘)“,

乙 }
‘“

+

{
。

(
“‘一。‘)a

‘, 。 ,、r +
{

_ , ‘u
。
、r

J 王 。

J I P

再将上式写成有限元离散形式
,

有

_ 二
「 r ‘-

“ , ’
。

一三LJ
。,

I
B ‘“ , (J “ )一 玄

J ‘, ‘” ,
(
“
;岁+ “

万罗 )十 (尸
‘一 C“矛‘

, 一 p “矛
“ ,
)
“
奋
‘ ,

(3
.

1 )

}
d“

+

仁
。。 ,

(
。‘: , 一。,

)。厂;
, 。

乡
。 , 、r 十 f

。 。。 、

, ‘。沂
· ,、r l

J 上 . J 且 乡 J

现以 a ‘, , u ‘
为变量对H , 材进行变分

,

之主意到现在是瞬时变分
,

有 如
‘二 0

,

还 注意到
,

对于有限元而言
,

其总边界应为厂“ 二厂梦‘ 十 r J‘ + 厂 ‘“ , ’

)
,

邻的两个有 限元 (m )和 (。
‘

)的公共界面
.

于是
,

得到

(3
.

2 )

占公‘= 0 ,

而且
,

这里
,

厂‘“ , ” 为相

占汀贯节
:

~
一

鑫日
。 ,

{(
一

嚣军一杏(u
,
: 、二 、;、))

。二、:
)

+ ‘“‘梦之
, + ’‘一““‘

” , 一 , “‘
· ,

, “
u“·,

}
d “

+

l
r

。(一 ‘
·
‘
。 ) 一 “‘,“a ‘:

) ·

‘
。少d r 一

丁
r , (一‘a ‘:

)·
厂一

, ‘
)。

·
,一 ‘r

」
一

黑
, 。

凡
(二。 , )

「“一‘。
)a ‘:

) ·
,
。 ) + “· :

。 少)。、; 一‘
。 一 〕、r

(3
.

3 )

如果采用的是位移协调元
,

则在单元间的相邻交界面 (。 m ‘

)上

u
l价

, = 。
{游

‘, = u
{‘

“ ‘,

则式(3
.

3 )就变成

有

(3
.

4 )

胡萝, 3

一如
。。

{(谓
)

舌(
·
‘;今+

·
‘, ‘,
)
‘。‘7’
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+ ‘a ‘丁‘, + ‘。一 C“‘” 一。““
,

,“
“
‘
“ ,

}
d “

+

{
厂 ; 。 )

‘
·
‘一

“!
)“。‘:

) ·

{
, )
厂
{
厂 ; ) (。‘:

) ·
{一

, 。
)‘

·
、
。 )d r
〕

几蔗
,

。

{一
〔“·‘

” )
‘·‘,

)·
,
。 ) + ·‘; )·

,一 , 〕“r
(3

.

5 )

由于 d川叫在口
。
内和 r J侧

,

厂 ‘协仍 ”上
,

d。奋留在甜
。
内和 d 。奋下

,

川叫 在 厂孟叫上都是独立的
,

所以
,

占刀护
3

的驻值条件给出了

( 1 ) 单元应变位移关系 (应用式(1. 2a) 之后 )

。、; ,

一身
(
“
、; ; + “{

(在甜内) (3
.

6 a )

( 2 ) 单元动力平衡方程

a 潇;卜户‘一 e 农奋
‘夕一 户” ;

“ , 二 o (在。。内 ) (3
.

6 b )

( 3 ) 单元外力已知边界条件
a 者梦

, n
{
胡 夕一歹‘~ o (在厂尸

, 上 ) (3
.

6 e )

( 4 ) 单元位移已知边界条件
。
奋份

,

一
,二 0 (在厂

。

上 ) (3
.

6 d )

而且
,

还有

a 茸宁
, n

声
脚 , + 。潇7

”n

{仍
”‘ o (在厂

‘仍协
‘,
上 ) (3

.

6 e )

上 式表明了各有限元间的公共界面 上应力矢量连续条件
.

从这里我们得5iJ 了具有非线性应力应变关系的弹性体动力学混合位移协调元的瞬时广义

变分原理为

在一切时尹
, “

{耐 中(其中
“
;叫是协调的 )

,

使11 尝犷
:

为驻值的a l护
, 。
奋耐必满足有限元 中

的式(3
.

6 a
,

b
, c

,

d )
,

而且
,

在有限元间的变界面上
,

应力是连续的
.

2
.

混合应力协调元的瞬时广义变分原理

基于余能原理
,

通过 L a g ra n g e 乘子解除了有关动力平衡方程和边界外 力 已 知 的 条

件
,

而建立起的非线性应力应变关系弹性体动力问题的瞬时广义变分原理
,

它有 两 个 变量

伪 , , “‘
.

由式(2
.

2 2 )
,

其瞬时泛函为

“二 , ‘。
。, ,
一 , 一

{
。{B (。 )+ (J

‘, , J + “一。‘一 。。‘)“
‘}d “

一

{
, 、

。。, n , 。, 。r 一 {
。

(
。, a ‘, 一 , ‘

)
u ‘、r

户史 廿 J P

(3
.

7 )

将上式写成有限元形 式为

。 :一点{{
、 : B (, ) (一卜 (·‘:卜

·
“一

。·‘
。夕

,〕
·
‘

, )““

一
{

。‘, ‘。 , 。 ;。
,。‘、r 一

f
_

(
。
{。

, a 蓄;
, 一 ,

。
)。走·

,、r }
沙r 二

‘ 、 “厂矛”
(3

.

8 )

以a . , (‘
, u“‘ 为变量作刀曹

. :
的瞬时变分

,

并注意到J公
: ‘欣 = 占街 ‘阁 二 o ,

有限元的总 边 界为
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厂‘叫 = 厂二‘ 十厂孟‘ 十厂伽
价 ” ,

所以
,

得到

““”
。2 一

鑫{l
。。

[ 日B (仍 )

aa 奋学
)

d a 牙7
, + (a 奋T卜 户‘一 e公; “ , 一 p 。 ;

‘ , )占u ;
“ ,

杏
(· , ; ; +

·
{; 、)“a 、:

夕

}
d“ +

)
厂 : 二少‘·‘

, ) 一”‘,占口‘;
少·
‘
。 )d r

一 {
_ 、。。 (。奋:

, 。
少
· ) 一 , ‘

)。
。、。 , Jr 下

J J p 少

[ “ {价 )乃a {7) 。 ;
饥夕一 。{“

‘

’占a {了)刀d 厂 (3
.

9 )肠
十 E

如果采用应力协调元
,

则在单元间相邻交界面厂
‘””

‘

)上
,

有

口蔚了n {仍
, + a 沂李”n

l,
”= o

取其变分
,

得

占a 奋7
’n

{
tn ’十d a 琦了

’

)。
l
仍 ’= o

将上式代入式(3
.

9 )中
,

得

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

““一 , 一

真{{
D 。

! 日B
(m )

a a 奋丁
’
占二奋

’

l’十 (。褚飞; 十尸
‘一 e 公;

“ , 一 p o l
“ ,
)占
。
;
‘,

一

扣
‘;卜

·
{; 、)加、川

“。 十

{
厂

一

{
厂 ;一 ‘a ‘;

)·
{
。 ) 一 ,

‘
)。· : , )。r

}

。。 )
(
u
奋
价 , 一忍.

)占a 潇7
, ,
{
“, d厂

+ E
戈扔仍户)

(3
.

1 2 )

由于 da 潇下, 在口.
内

,

占。奋犷
, ,

潇叫在厂 J叫和厂伽仍 ‘, 上
,

如 {
仍 )

在口
。
内和在 r 轰‘上都是独立的

.

所以
,

占11 乳: = o的驻值条件给出了

( 1 ) 单元应变位移关系 (在应用式(1
.

2a) 之后 )

。
奋;
。二

一

乏
一

(
。
奋

,

; 。+ “
:

,

; ,
) (在。

。
内 )

乙
(3

.

1 3 a )

( 2 ) 单元动力平衡方程

a ;甲
,

{十尸
‘一c ‘琦‘ 一 p “奋‘ = 。 (在口

。
内 )

( 3 ) 单元位 移已知边界条件
“
奋
机 , 一 忍‘= o (在厂 J“ , 上 )

( 4 ) 单元外力已知边界条件

a 奋酬
。
;叫 一 尹

‘= 。 (在厂赓‘上 )

而且
,

还有
“
奋
价 , 一 “

{
琳 ” = o (在厂

‘, “ ” 上 )

所以
,

上式给出了相邻有限元间的交界面上位移协调条件
,

条件
a 奋于

’,
聋耐 + a 奋7

” n
矛.

‘, 二 o (在厂
‘”“

’

)
)

(3
.

1 3 b )

(3
.

1 3 e )

(3
。

1 3 d )

(3
.

1 3 e )

这就证明了在应力 矢 量 的 连续

(3
.

1 4 )
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下
,

汀誉
。: 的驻值条件给出了位移协调条件

.

从这里
,

我 们证明了从 刀曹
。: 导出的混合应力协

调元的瞬时广义变分原理
.

即

在一切叫了
’, 。

李‘ 中
,

其中时护是协调的
,

使瞬时泛函厂誉
‘:
为驻值的 叫 7’

, 。 ;‘
,

必满

足有限元 中的方程式(3
.

1 3a
,

b
, c ,

d )
,

而且
,

在有限元间的交界面士位移是
:
协调的

.

四
、

结 束 语

在动力学 问题中
,

在实际应用有 限元法分析时
,

通常 是由瞬时最小势能原理导 出整体动

力平衡方程
,

再作时间离散并进行求解
.

实践表明
,

为 了提高动态应力的精度
,

采用本文提

出的混合有限元瞬 }IJ广义变分原理是有效的
.

还必须指出
,

在具体求解时
,

应作时间离散
,

并加 上初始条件
.

而月
.

,

由于是非线性弹性体
,

有限元的矩阵方程
,

通常应写成 增量形 式
.
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