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粘性阻尼系统的自由界面模态综合法
’

倪振华 黄上恒 王一采

西安交通大学工程力学系
,

。年 月 日收到

摘 要

本文对任意粘性阻尼系统提出一种新的自由界面部件模态综合方法 对于具有刚体自由度的

部件引入状态向量描述的左
、

右投影矩阵
,

论证了投影矩阵对状态位移及状态力的算子作用
,

据

此定义了状态剩余柔度矩阵及状态剩余惯性释放附着模态 文中提供的三个算例表明
,

本文提出

的方法具有较高的计算精度和模态综 合效率

关健词 粘性阻尼 系统 部件模态综合 投影矩阵

一
、

引 言

工程 中大量结构具有的阻尼简化为粉
,
性阻尼

,

比简化为比例阻尼更为合理 对这类夏杂

结构
,

传统的部件模态综合方法 是不适用的 近年来一些文献提出用于粘性阻尼系

统的模态综合方法
〔“

‘
弓」 文口 〕与〔」采用部件复模态

,

以不同形式将
一

七。 方

法推广到具对称子结构矩阵的阻尼系统 文 〕采用了截断的部件复模态与 广 义 实 附着模

态
,

适用于自由界面部件
,

但计算精度不高 文 〔 〕提出一种新的 自由界面模态综合方法
,

将
一

方法推广到
、

阻尼系统
,

不过只考虑了部件零频特征子空间不亏损的情况
,

而且只给出具有对称阻尼的系统的算例

本文对于具有刚体 自由度的部件引入左
、

右投影矩阵
,

分别对部件零频特征子空间不
一

亏

损和亏损两种情况
,

重新论证了投影矩阵对状态位移和状态力的算子作用
,

给出状态剩余柔

度矩阵与状态剩余惯性释放模态的定义
,

从而将适用于无阻尼系统的
一

方法成

功地推广到任意粘性阻尼系统 文末提供的算例包括了部件零频特征子空间不 亏损与 亏损的

情况
,

又包括了对称阻尼与非对称阻尼的情况 这些算例表明
,

由于定义的状态剩余模态截

获了各部件删除的高阶复模态的信息
,

本文提出的方法具有较高的计算精度和较高的模态综

合效率

二
、

状态空间中的投影矩阵

自由界面部件 自由振劝方程 的状态空间形式 可写 为

十 二

张汝清推荐
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式中
「

爪
厂

二 卜 引
了了落 一 一

一竹忿

花
〕

,

一

〔工
“一

了〕
,

‘一〔艾
其中

, ,

为部件的质量
,

阻尼
,

刚度矩阵 部件具有刚体 自由度时几奇异 下标
,

表

示位移向量义的内部坐标及界面坐标部分
。
为来自邻接部件的界面力

,

称为状态位

移和状态力 当
, ,

不全对称时
,

存在下列伴随状态方程

一 十 ‘

式中伴随状态 位移
,

伴随状态力
肠
为

夕
,

〕
全 , 朴二〔

, 苦 ,
〕

,

式 劝与 的矩阵特征值问题为

中 一 中
,

甲 一 甲
,

式 中巾
,

甲分别为右及左负模态矩阵
,

是复谱矩阵 由式 劝进 而有

石 一 八二 一 五

式 中
’

云二甲 巾
,

甲
,
巾 功

对互异的特征值
,

相应的左
、

右复模态间有双正交性

对具有刚体自由度的部件
,

复模态矩阵巾
,

甲
一

可分块为

巾二〔中
, ,

中
,

甲 〔甲
, ,

甲, 」

下标
,

表示刚体模态部分与弹性模态部分
,

于是式
,

可写为

且二 仁石
, ,

石
, , , , , ,

入 〕

式 中

后
,

二甲 中
,

人 甲百 巾
, , ,

现定义右投影矩阵 和左投影矩阵 为
, 一 中

,

粼甲下
,

一 一 。
,

入粼甲丁 加

由定义知
,

都是幂等矩阵
,

而且有

二 尸
,

, 中
, , 甲

,

二
,

巾 二 中 , , , 甲 二平,

下面证明投影矩阵对状态位移的算子作用 设状态位移 包含有刚体位移
, ,

则 可按右

模态展开为
, , 中

,

月
,

中 , ,

于是有

二巾门了二 一
,

即
,

左乘于任意状态位移 时
,

消除了刚体位移成分 同样有
, 二 一

,

复谱矩阵 可按式
,

分块为

〔
, , ,

又

上式及 代入
,

得

中
,

一 中
, ,

甲不 二 一
, ,

甲乙

现分两种情况证明投影矩阵对状态力的算子作用

部件零频特征子空间不亏损 部件刚体 自由度数设为
。 , ,

零特征值是式 的
, ,

重根
,

这时部件分别有
, ,

个常规右
、

左状态刚体模态
,

可构造为
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中
,

二〔
,

中母 〕
,

甲
护
二 , ,

甲甲
,

〕
,

上标犷
,

表示状态向量 中的速度及位移部分
,
中

,

甲夕来 自于下列方程

几小甲
,

几少甲甲二

由
、

易知有

中
,

二
,
甲荟

, ,

于是由 〕 有

若对式 的状态力 左乘
,

由
、

及 得

十 , ,

二 一
,

丈 一 ,

一 一  
, ,

)

(
2

.

1 9
)

(
2

.

2 0
)

(
2

.

2 !

(
2

.

2 2
)

一「 。
_

1
L
f 一 m 髯

r
一 c 无

,

(
2

.

2 3
)

可见
,

作 用于部件的力f 变为被因刚体运动引起 的惯性力和 阻尼力所平衡的力
,

简称 自平衡力
.

(2) 部件零频特征 子空间 亏损
:
零待征值是式 (2

.
5)的肠

,

重根
,

这时部件除有
n ,

个常规

右刚体模态 (记为中冲之外
,

还有
n ,

个相应的广义右刚体模态
,

记为中叮
,
巾二和 巾竺的关系为

〔”〕

(
一 A

一 ‘
B

)
中了= 中二 (2

.
2 4)

由上式得知巾了的速度部分巾于
}
及位移部分巾了

, 需满足

中犷二 中P
,

花巾份 - 一 c 中甲 (2
.
25)

因介阵奇异
,

(
2

.

2 的第二式仅对某些半叮二定阻尼有解
,

这时
尹

仃

c 中甲二 O (2
.
2 6)

为简单可取中了
”
二 0

,

于是完备的状态右刚体模态为
「
0 中卜

巾
,

= 〔中 :
, 中钊= ! }L

中习 O

(2
.2 7)

状态左刚体模态形如上式
,

只是巾孕改为甲甲
,

易知这时

八
, ,

一;
;;。, ,

一

l

o
r,

I

, ,

( 2

.

2 8
)

O

, ,

O

, ,

并由(2
.
18少有

B 巾二二 O
,

B 中了二 一 A 中二
,

(
甲二) ,

B 二 一 (甲件)
,

A

,

(平匀
,

B 二 O (2
.
2 9)

由 (2
.
三7 )及上式得
Q B 二 (I 一 A 〔创

,

侧〕入豁砷 :
,

哄」
尹

)
B = B 一 A 巾:入粼甲二

,
B 一 A 。叮A 刀嘴

,吧,
B

二 B 一 B 。了入刀甲犷
‘
’

A
一B (I 一巾:孟刀甲尝

,

A 一巾了入刀甲考
刃
A )

二 B P r

即 (2
.
22 )仍成立

.
这样

,

(
2

.

2 3
) 表示的算子作用仍然成立

.

(2
.
30)

三
、

状 态 剩 余 模 态

若定义下列状态单位界面力矩阵

F 。
二〔O 。‘,

O

, 。 ,

O

。‘,

I
。。〕

,

(
3

.

1
)
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由(2
.
2 3)

,

Q F
。

即自平衡状态单位界面力
.
设矩阵巾

。

的各列是部件受Q F
。

作用并在人为定

义的刚体自由度有静定约束而产生的状态静位移
,

即

B 小a二 Q F
。

(
3

.

2
)

由此 解出

中
。
= D Q F

。

f 3 3
)

式 中

D = d iag [一 m
一 ’ ,

花厅
,

O

, r

〕 (3
.
4)

其 中k “ 是几的一个主子阵
,

l 表示内部坐标与赞余界面坐标的总和
,

并约定刚体坐标位于位

移向量的最后 部分
.
为消除右刚体模态

,

将 (3
,

3
)
左乘 P , ,

便得到下列与 甲
,

正交的状态惯

性释放附着模态

中
。
=

(
P

,

D Q ) F
。
= D

,
F

。

(
3

.

5
)

式 中D
了
= P

,
D Q 称为状态弹性柔度矩阵

.
现在可将 中

。

按右弹性模态展为巾
。

= 巾
,
E

,

巾
。

显

然也满足 (3
.
2)

,

代入后左乘叫
,

得

E = 且刃甲下Q F
“
二后方甲万F

。

( 3

.

6
)

于是

。
。
= ( 巾

, 石刃叫)F
。

(
3

.

7
)

比较上式与 (3
.
。
)

,

括号 内部分表示同一个部件的状态弹性柔度矩阵
,

故有

D 了
= p

少
D Q = 巾

,

瓦尹叫

若将弹性复模态分块为

中 ,
= 〔巾

, ,

中
‘
〕

,

甲, 一 〔甲
, ,

甲
、

〕

式中下标P
,

h 表示保留模态部分与删除 (高阶)模态部分
,

则

D r= D 一 + D
。

式中

D
,

= 巾
,

石粼 甲百
,

D

、
二 。

、

吞甜甲于
,

后
:,

= 甲爹B 中
. ,

D

、

称为状态剩余弹性柔度矩阵
,

它无需高阶模态即可由下式求得

D
*= p ,

D Q
一叭云粼叫

对于无刚体自由度的部件不难得知

p 二 Q 二 I
,

D

,
二 B

一 ‘一。 ,
后甜叫

(3
.8)

(3
.9)

(3
.JO)

s= P ,
h (

3

.

1 ]〕

(3
.
12)

(3
.
13)

现定义右状态剩余 (惯性释放 附着、模态巾
‘

为

中‘二D
oF
a

由 (3
.
1均知中‘实际是高阶弹性模态的线性组合

,

故与甲
, ,

甲
,

都正交
,

若将巾
‘分块为

巾“〔(巾百
d
)
r ,

咬中U
d) , ,

(
中兮

‘
)

, ,

(巾甘
‘
)

, 〕,

中、 ,

甲、
,

D

、也作相应分块
,

则 由(3
.
1)

、

(
3

.

1 1
)

、

(
3

.

1 4
) 有

(3
.
14)

(3
.
15
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巾‘二巾 、
且就 (甲公

、
)

, ,

。旧
。
= 中晋

。
后耐 (甲补)

, 二 (D
、
) 貂

可见巾‘
的位移界面 部分巾晋

d
正是 D

;
的位移界面部分

.

定 义左状态剩余模态甲
d
为

甲d二D 百F
。

相应于 (3
.
16)有

甲
‘
= 甲

六

(后耐 )
甲

(中誉
,

)

, ,

甲份
‘二 甲母

,

( 后甜)
少
(中乳)

r二〔(D 劝貂〕
,

可见 平f
d = (中分的

,

若拼
,

c
,

花皆对称
,

则Q = P
,

且D , ,

中f
。

对
一

称
.

现设模态矩阵U
,

V 为

U = [中
, ,

巾
, ,

中
‘
] = [中

。 ,

巾a〕
,

飞
厂
= [ 甲

, ,

甲
, ,

甲‘〕= [甲
: ,

甲‘」

对式 (2
.
功作下列坐标变换

X = U n = 〔中, ,

中‘〕[n f
,

n 百〕
尹

上式代入 (2
.
1) 并左乘V

, ,

得

A
,

n 十 B
,

n = F
、

式中

177

.16)

(3
.
17)

(3
.
18)

(3
.
] 9)

(3
.
2 0)

(3
.
2 1)

(3
.
22 )

(3
.
2 3)

.J‘..旧

.

J

‘己�‘....刀
‘

d
盔了

夕纪

A
,

== v
T

A v = d i
a g

[ A

。。 ,

五
d‘
〕

,

B

,
= d i

a
g 〔后

。。 ,

石
。。〕

五
.。

= 甲百A 。
, ,

否
a ,

= 甲百B 中
, , :

=

F

,
= V

,
F = 〔平f

。 ,

甲f
‘
〕牙f

。

由(3
‘

1 6
)

、

(
3

.

1 8
)

、

(
3

.

1 1
) 可证

入“ = 。乳通甜A浦(甲f
。
)
全 ,

后“= . f
、
石柑 (甲f

。
)

, 二中f
d
= (平乳)

,

(
3

.

2 4
)

由上式
,

(
3

.

2 幻 的第二行可写为

五 da6
‘
+ 。f

‘
n
‘二中份

‘
f

。

(
3

.

2 5
)

略去 n
。
影响并注意巾会

‘
非奇异

,

便得到

n ‘ = f

。

(
3

.

2 6
)

可见右剩余模态坐标n
‘的伪静态响应即界面力了

。 .

对 (2
.
3)作坐标变换

Y = V 仁= 〔甲
, ,
甲。] 〔鱿

,

仁百〕
全

( 3

.

2 7 )

则相应有

仁‘= f 誓 (3
.
25)

上述状态剩余模态的性质与适用于无阻尼系统的C ra ig
‘

C h
a n

g 方法中定义的剩余附着

模态很类似 〔“’.

部件的综合过程 (见文〔7〕)也平行于无阻尼系统 采用的过程
。

利用式 (3
.
26)

,

(
3

.

2
5) 和界面力

、

界面位移 协调条件
,

可以消除所有剩余模态对应的广义坐标
.

四
、

算 例

算例 1 结构为一块悬臂矩形 薄板
,

计算其横向弯曲振动的模态阻尼系数
, ‘ 及阻尼固有

频率。“
.
部件

、

单元划分及阻尼形式见 图1
.
标有c r与 川 的部分表示单元阻尼矩阵是不 同
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的两种
,

其中代 = 护 /2。
, c

全= C叼1。
,

而ce 是 9 x 9的矩阵
,

主对角线元素皆为5
,

其它元素

皆为 1
. a一 二,

b 二2
,

p 二 1
,

E t
3

/2
3 似 (1一矿)~ 卜 其中E 为弹性模量

,
t 为板厚

,
p 为单位

体积质量
, 拼为泊松比

.
部件 2 的零频特征子空间不亏损 (这是常见的倩况)

.
所用的部作模

态个数见表1
.
表2列出前18 阶的

。‘及。d‘与精确解的比较
,

精确解由直接有限元方法 (P E M )

给出
,

其状态方程有72 个自由度
. n‘, 。d、与复特征值几‘的关系如下

凡
‘
= 一 n ‘+ j

o d ‘
j = 材 一 1

““ ...

/////
/// /// ///

///

...

/

...

/// ///

算例1

表1 各算例中所用部件模态的个教

算例2 算例3

部件序号

部件自由度 36 54

部件序号

部件自由度 28 2O 28 2 0

0

l4 l8

9曰
4

n乙
4

Q�
4

,1
4C M S 模型自由度

F E M 模型自由度

35

72

中
,

少p

中d
.

C M S模型自由度

F E M 模型自由度

12

部件序号

部件自由度

中
r
(= 岁

r
)

中户
,

笋户

中 。
,

岁J

C M S模型自由度

F E M 模型自由度

1l

叭嘟叭

表2 算例1近似解与精确解比较

阶 次
精确解

件 f

近似解 误差 (拓) 精确解

:: :

7 ,

8

: )

:

0

.

1 9 9 7 0
E

I

0

.

4 5 8 5 O
E

!

0

.

3 0 2 4 0
E

I

0

.

4 4 8 5 4
E

I

0

.

4 8 9 1 5
E

I

0

.

5 6 3 3 6
E

I

0

.

1 0 6 6 6
E

2

0

.

5 7 7 4 3
E

I

0 8 0 9 0 5
E

I

0

.

1 9 9 6 9
E

I

0

.

4 5 8 4 9
E

I

0

.

3 0 2
5

4
E

I

0

.

4 4 8 6 2
E

-

0

.

4 9 2 0 o
E

I

0

.

5 6 4 1 7
E

I

0

.

1 0 6 6 9
E

2

0

.

5 8 0 8 9
E

I

0

.

7 8 4 4 2
E

I

一 0
。

0 0 3 8 6

一 0
.
0 0 15 5

0
.
0 46 4

0
.
0 1 78

0
.
5 8 3

0
.
1 44

0
.
0 32 3

0
.
6 0 0

一 3 0 4 4

0
.
10 8 2 4 E I

0
.
7 7 0e 3 E I

0
.
r2 80 7 E 2

0
.
29 9 2 9 E 2

0
.
3 7 1 77 E 2

0
.
57 3 36 E 2

0
.
5 7 0 12 E 2

0
.
7 2 6 6 lE 2

0
.
75 56 7 E 2

口Jf

近似解 误差(拓)

0 .10824E I 0 .000 48

0
.
77077E I 0 .0175

0 .1281xE 2 0 .028 3

0
.
29944E 2 0 .0498

0 .37228E 2 0 .13了

0
.
5 74 5 7 E 2 0

.
2 10

0
.
5 7 0 4 6 E 2 0

.
0 6 0 0

0
.
7 3 32 0 E 2 0

.
, 0 6

0
.
7 5 5 7 2 E 2 0

.
0 0 了1

八曰q�乙八h00
..主,

1
扮
11
�
.1
1
1

气
11,13,

注 相应于表中n
:,

。d、的复特征值都是共规的
.

算例 2 结构为一根两端自由梁
,

考 虑 其

横向弯曲振动
.
部件

、

单元划分及阻尼情况见

图2
,

其 中e全= 0
.
02花

‘ , e 呈= 0
.
04几

e,

花
“

是单

元刚度阵
.
对于每个部件及整体梁

,

阻尼阵并

不与刚度阵成比例
,

但 部 件阻 尼 阵 满 足 式

(2
.
2 6)
.
两个部件的零频特征子空间都亏损

,

卜一一部件‘ 部件2

叫

卜一
‘:

一一一
·
:一斗~

,一卜
:

圈 2
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傅个部件有 2 个常规刚体模态和 2 个户义刚体模态 (见表1)
.
刀 = p 二 I ~ 且~ 1

,

L = 10

,

其

中I
,

A
,

衰3

L 为截面惯性矩
,

截面积
,

全长
.
表3 给出前20阶近似解与精确解 的比较

.

算例2近似解与精确解比较

阶 次
精确解

0.100 13E 一 2

0
.
7 6 lo g E 一 2

0
.
2 9 2 8 9 E 一 l

0
.
8 0 2 7 2 E 一 1

0
.
18 0 0 8 E o

0
.
35 42 2 E 0

0
.
6 3 4 86 E 0

0
.
1 0 5 9 1 E I

0
.
16 3 44 E I

0
.
2 8 8 2 5 E I

门 i

近似解

0 .10012E 一 2

0
.
7 6 1 1 0 E 一 2

0
.
2 9 2 9 0 E 一 1

0
.
8 0 3l l E 一 l

0
.
18 o lo E o

0
.
35 4 9 7 E 0

0
.
6 36 2 4 E 0

0
.
10 6 3 1E I

0
.
1 65 78 E I

0
.
2 9 17 0 E I

误差(拓) 精确解

l ,
2

3

,

4

5

,

6

7

,

8

9

,

1 0

1 1

,

1 2

1 3

,

1 4

1 5
,

1 6

1 7

,

1 8

1 9

.

2 0

一 0
.
0 0 9 7 8

0
.
00 2 5 4

0
.
0 0 5 0 1

0
.
04 9 3

0
.
0 10 8

0
.
2 1 2

0
.
2 1 7

0
.
3 79

1
.
4 2 7

1
.
1 9 6

0
.
2 2 3 7 4 E 0

0
.
6 1 68 3E o

0
.
1 2 0 9 8 E I

0
.
2 0 0 18 E I

0
.
2 9 9 5 3 E I

0
.
4 19 3 5 E I

0
.
5 5 9 8 2 E I

0
.
7 19 9 5 E I

0
.
8 8 9 ll E I

0
.
1 16 5理E Z

口d 亡

近似解

0 .22374E 0

0
.
61684E O

0 .zZoosE x

0
.
20023E I

(卜2 9 9 5 5E I

0
.
4 19 7 9 E I

0
.
5 6 0 4 2 E I

0
.
7 2 1 2 8 E I

0
.
8 95 2 1E I

0
.
1 17 19 E 2

误差(男)

0.00 146

0
.
00 132

0.00246

0
,

0 2 4 5

0

.

0 0 5 3 5

0

.

1 0 5

0

.

1 0 7

0

.

1
8

5

0

.

6 8 7

0

.

5 5 9

注 表中只列出相应于弹性复模态的”‘及。d 。值
.

算例 3 结构仍如图2所示 的两端 自由梁
,

但阻尼为
, t一一匀,
11工

一一

一�J, .
J, .山飞土

一一一

厂!
.1
以

1

1

、铆

一一

e : 一

命
e·,

e
: 一

翁
c· ,

c
·

5

一1

{
{
5 J

这时对于部件及整体梁
,

近似解与精确解 比较
.

裹4

阻尼阵都不是对称的
.
所用的部件模态个数见表1

.
表4给出前14 阶

算例3近似解与精确解比较

〕 曰 f

误差(男) 精确解

1铸

2 爷

3
,

4

5
,

6

7
,

8

0

.

1 4 4 7 0
E

0

0

.

2 4 7 5 9
E

0

0

.

4 0 4 9 8 E 0

0

.

3 7 6 6 7 E
o

0

.

5 2 1 7 7
E

0

0

.

7 1 2 7 4
E

0

0

.

9 5 2 1 4
E

0

0

.

1 2 3 1 5
E

I

0

.

1 4 4 7 0
E

0

0

.

2 4 7 5 9
E

0

0

.

4 0 4 9 7
E

o

0

.

3 了6 7 1E 0

Q
.
5 2 17 3E 0

0
.
7 12 3 lE 0

0
.
9 5 6 6 4 E 0

0
.
12 2 35 E I

0
.
0 0 1 90

一 0
.
0 0 0 29

一 0
.
0 0 0 2 7

0
.
0 1 0 7

一 0
.
0 0 7 30

一 0
_
0 6 1 1

_

: :翼

O.
O.
0.59764E一 l

0
.
5 0 3 4 1 E 0

0
.
1 1 11 2 E I

0
.
1 9 1 0 0E I

0
.
2 9 2 9 0 E I

0 4 19 4 7E I

近似解

一 0 75 6 8 4 E 一 7

0
.
14 0 6 0 E 一 7

0
.
5 9 7 6 4 E 一 1

0
.
5 0 3 4 2 E o

0
.
11 1 l lE I

0
.
19 1 1 5E I

0
.
2 9 3 3 8E I

O
_
4 19 0 6 E I

误差 (拓)

0
.
00 107

0
.
00 186

一 0
.
0 0 6 0 9

0
.
0 7 9 3

一 O

·

1 召4 _

.0 日6 8

�
11,1213,14
注 表中只列出相应于弹性复模态的

n、
及。J

、
值

,

具角标
。
的特征值不是共扼的

,

它们对应于实模态
.

上述三个算例表明
,

本文提出的方法对于任意拈性咀尼系统给出很好的计算结果
,

并且

模态综合效率相当高
.
值得指出的是

,

计算中相应于部件典扼复特征值的保留复模态总是成

对取的
,

这使得状态剩余柔度矩阵D
、 ,

状态剩余模态中
‘ ,
甲‘及相应的矩阵。母

‘ ,

甲召
d ,

入
‘d ,

后“ 都成为实矩阵
,

这对于节省内存和算时都是有意义的
.

石滨
、

尚志云和潘辉同志参与了计算
,

在此表示感谢
.
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