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摘 要

本文将场方法推广应用于积分非完整可控力学系统的运动方程
,

并举例说明方法的应用
.

关. 饲 运动方程 非完整索统 可控系统 场方法

一
、

引 言

非完整系统运动方程 的积分方 法是分析力学的重要而又困难的问题
.

传统H a m ilt o n -

J a c o bi 积分方法在推广应用于非保守或非完整系统 时遇到了严重困难并有极其严格 的 限

制 “’
.

南斯拉夫学者 V uj a n o vi 。给出的场方法对积分完整非保守系统 的运动方程提供了一

个重要工具
〔“’.

文献〔3〕将场方法推广应用于积分非完整非可控力学系统的运动方程
.

本文研究一类非完整可控力学系统
,

其中约束方程 中出现某些控制参数
,

将场方法推广

应用于积分这类系统的运动方程
,

并举例说明方法的具体应用
.

二
、

非完整可控力学系统的运动方程及其标准形式

研究一质点系
,

点 的质量为 fn
,

(v = 3

力在坐标轴上投影为 X ‘(l’= l
,

⋯
, 3N )

.

⋯
,

N )
,

点的直角坐标为 二 ‘

(‘二 1, ⋯
,
3N )

,

作用

因此
,

第 v
个点的坐标

、

它的质量以 及作用力在坐

标轴上投影分别为x 3 , _ : , x 。
, _ , ,

介
, ,

完整约束

m s , _ 2
= 沉 3

卜
王
二 fn 3 , , 万

3 , _ : ,

X
3 , _ , ,

尤
3 , .

设系统受有功个

f
,
(二

‘ , 。, , t) = 0 (p = 1 ,

⋯
, 。 ; i二 1

.

,

⋯
, 3N

; r = 1 ,

⋯
,

P)

以及g 个非完整约束

(2
.

1)

甲, (x
‘ , 毖‘ , 。 , ,

t) 二 o 谓= z
,

⋯
, 夕) (2

.

2)

并且m + g < 3N
.

在一般情形下
,

约束方程 (2
.

1)
、

(2
.

2)中包含控制参数
。 , .

在理想约束下
,

可控力学系统 的D
产

A le m b e r t
一

L a g r a n g e原理为
〔‘’

.
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3N

E (X ‘一 m ‘,
‘

)占x
‘= o (2

.

3)

选。= 3N 一 m 个广义坐标q
,

(s二 1, ⋯
,

n)
,

点的直角坐标可表为

X ‘= 劣。 (9
. , u , , 亡)

若将 (2
.

4)代入 (2
.

1)
,

则使 (2
.

1 )成为恒等式
.

令

岁 , (口
, ,

q
, , u , , 公, , t)三甲, (x

‘
(q

, , u , , t)
, 云‘(g

, ,

空
: , u , , 公, , t)

, 。 , , t)

则非完整约束 (2
.

2)成为

(2
.

4 )

岁 , (g
, ,

空
, , 。, , 公, , t)= o (刀== 1

、

⋯
, g ) (2

.

5 )

原理 (2
.

3) 容易表为广义坐标形式

么 了~ d
)

,

吸叼 :

一 了二

二
.

“ a 不 墓
+

翻、一 o

(2
.

6 )

由 (2
.

5 )
、

(2
.

6)
,

利用通常的L a g r a n g e乘子法
,

我们得到非完整可控力学系统的 R o u 七h

型方程
〔‘’

g

Q
, + 叉又,

拱
岁

石
一

o q ,

口梦,

(
s 二 1 ,

⋯
, n
) (2

.

7 )盯一辄一
T:qa口

�

ad�击

方程 (2
.

7) 不同于通常非完整非可控系统的方程
,

在于其中出现控制参数及其对时间的

导数
.

在给定控制规律时
,

方程 (2
.

7 )联 合约束方程 (2
.

5) 便可求解
.

现假设控制参数
u ,

为时间 t的已知函数
,

并记作
“,

= 。 ,

(t) (r 二 1 ,

⋯
,

P)
.

利用文献〔4] 给出

的方法
,

吝易将 (2
.

7 ) 表为显形式

几 邢

女‘ + 乙 A 石{乙 兄 〔k
, m ; s〕空。空。

S 嘴 1 饥 一 1 七 . 1

务= 乙
口 一 1
姗崛{到爵

一

豁
一

卜
+ Qa 一 户

影
十

念
_ 令夕丝如
不岌 d t

1SraB ;
口“

r

夕

公
,

+ 乙
r 一 1

己B

a公

、 一

户鑫令
。·

空· +

办豁
(l一j,.

二

, n
) (2

.

8)

O劣‘ a 戈‘

口q , 口q 。

,

乙间哆
十

其中

A
, , = 乙 。‘ = A , , ,

A
, 。= A

一 ,
(q

‘, u , , t)

护

司

N自J

‘吕

B 二= B ; (q
‘, “, , 公, , t ) 弓、尸B 二= 乙 。‘

口x ‘

‘. 1

。, ,
一

(
d q a \

r

份
口“ ,

公
,

十 于:
O了

T ; 二
2补(瓢 + 小令

口为

忿 昌 己“,

口劣‘

0 “ ,

3 那 , 。

r , ‘- , 0 劣‘
娜 r U a 十 少

.

m ‘ 夕
.

二

二 .=7
。“ ,

d 劣 ‘

口矛
份 r

]�2
,1

T 二二 T ; ( g
: , u , , 公, , t )

〔、
, 。 ; : : 一粤

一

(
一

妙
:

一
.

+

‘ 、 口甘价

。)A . ,

日q 含

(2
.

的
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如果约束方程中没有控制参数
u , ,

则 (2
.

8 )简化成文献〔3 〕给出的非完整非可控系统运动方程

的显形式
.

将非完整约束方程 (2
.

5 )对 t求导数
,

得到

鑫(号龄
。! ·

篇:
。!

)
+

户(会
。二绘

二)
· ”

军
’

一 ‘“

一
, ‘2

·

‘“,

将 (2
.

5) 代入 (2
.

10) 并消去q ‘
,

可得到关于朴的 g 个代数方程
.

设由此可解出朴并记作

几, = 又声(g
。 ,

夕
: , “ , , 公

, , 公
, , t) (刀~ 1

。

⋯
,

g ) (2
.

川
将 (2

.

1 2 )代入 (2
.

8 )可解得q
: ,

记作

女
。

, 夕
。

(q
, ,

空。
, u , , ‘

, , 公
, , t) (s

,

寿= 1 ,

⋯
, n ; r = z

,

⋯
,

夕) (2
.

1 2 )

因“,

= u ,

(t)
,

故方程 (2
.

12 )的右端 为g ,

空
, t的函数

.

令
x :

, 。, ,
“ 。 + 。= 空。 (

S ,

吞= 1 ,

⋯
, n
) (2

.

2 3 )

则方程 (2
.

1 2)可表为标准形式

云。= ‘ , + 。 , 沦
n + * = g *

(%
s , x , + ; , u , , 农

, , ”
, , t) (

s ,

k = 1 ,

⋯
, n ) (2

.

2 4 )

在替换 (2
.

13 )下
,

约束方程 (2
.

5) 成为

少, (二
二 , 二 , + , , u , , ‘

r , t) = 0 (刀= 1 ,

⋯
, 夕) (2

.

2 5 )

方程 (2. 14 )可作为一个完整系统问题来研究
,

如果初条件满足 (2
.

1 5 )
,

即

岁 , (戈
: 。 , 二

。 + : , 。 , u , 。 , ‘r 。 , 0 ) = o (刀= 1 ,

⋯
, 夕) (2

.

1 6 )

则方程 (2
.

1 4 )的解给出非完整系统的运动
.

为积分方程组 (2
.

7 )
、

(2
.

5)
,

可首先在初条件下积分相应完整系统方程组 (2
.

执)
,

然后

再添加非完整约束条件对 初值的限制 (2
.

1 6 )
.

三
、

积分非完整可控力学系统运动方程的场方法

将现文献〔2
, 3〕中所用的场方法进一步推广到非完整可控力学系统

.

根据场方法
〔2 , ‘’, ‘

令

某一个场变量
,

例如 x , ,

作为时间 t以及其余场变量“ , (A = 2 ,

⋯
,

2n )的函数
,

即

二 ,
= ”

(t
, “ ,

) (3
.

1)

将 (3
.

1) 对t求导数并利用 (2
.

1 4) 的后面 (2
。一 功个方程

,

得到

初
.

么 如
.

二
“一十六

。二 。 劣
· ‘ “ 十
总 ax 。 十。

g 。(
口 , 二, , u , , 公

, , 四, , t) 一劣
, 、 :

= 0 (3
.

2 )

我们称方程 (3
.

2 )的基本偏微分方程
,

它是拟线性的
.

假设已找到方程 (3
.

2) 的完全解
,

有形式

x , = 。
(t

, % , ,

C
a

) (A 二 2
,

⋯
, Zn ; a = 1

,

⋯
,

Zn
) (3

.

3 )

将 (3
.

3) 代入 (3
.

2 )
,

则 (3
.

2) 对变量 t
,
‘ , ,

C
。

的所有可允值恒满 足
.

令运动的初条件为

x 。

(o )二 二
。 。

(a = 1
,

⋯
,

Zn ) (3
.

4 )

将 (3
.

4 )代入 (3
.

3)
,

可将一 个常数
,

例如C
, ,

用、 。。

和其余常数 C , 友出
,

于是有

‘ , = ” (t
, “ , , x 。。 ,

C , ) (5
.

5 )

容易证明
t“’,

初值问题 哆
.

1 4 )
、

(3
.

4 )的解 由(3
.

5 )以及下述 (2
。 一 1) 个代数 方程

。” / 日C
,
= 0 (A = 2

,

⋯
,

2 ”) (3 6 )
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来确定
.

这里要假设
,

在, , ,

C
,

的相关域上

d e七(a
么。
/ 。x

, 口C ,
) 笋 0 (3

.

7)

这样
。

如果能求得 (3. 3 )
,

便可 由 (3
.

5 )
、

(3
.

6 )来确定相应完整可控力学系统的解
.

为得

到非完整系统的解
,

尚需对 初条件加以限制
,

即

梦 , (
, 8 。 , “ 。 + : , 。 , u ·。 , 它

·。 ,

0 )” o (刀二 1 ,

⋯
, g ) (3

.

, )

于是
,

非完整可控力学系统的解为 (3
.

5 )
、

(3
.

6 )
、

(3
.

8 )
.

用场方法积分运动方程
,

不仅有通用性 (它没有H a m il切 n 一
J ac o bi 方程那样的限制)

,

而且有灵活性 (可选任何一个场变 通代替前而的 x ,

)
.

应用场方法的基本困难在于求基本偏微

分方程 (3
.

2 )的完全解
.

四
、

算 例

现举例说明场方 法对积分非完整可控力学系统运动方程的应用
. 、

某力学 系统的位形 由两个广义坐标 q , ,

q Z

来确定
,

其L a g ra n g e 函数为

L 二 (空重+ 空里)/ 2 一 q :

(4
.

1)

约束方程为

f = 空
: 一 。

(才)空
, = 0 (4

.

2 )

其中u( t) 为控制参数
,

且

u
(0 ) = o (4

,

3 )

试用场方法求这一问题的解
.

为解此非完整可控力学系统问题
,

首先
,

建立标准方程
.

R o u th 方程 (2
.

7)给出为

互: = 一几。
,

壁
2 + L二 几 (4

.

4 )

由(4
.

1
.

)
、

(4
.

2 )解出

人= (1 + 公空1 )/ (1 +
u Z

) (4
.

5)

将 (4
.

5 )代入 扭
.

4 )
,

得

二
_ 1 + 公空

:
.

二
_

, .

1 + * 空:
笙 1
一 一

一子
一

厂二 2 “ ,
任 2

~ 一
1

一
石 丁2

』 门~ “ J , 尸 “
(4

.

6 )

令x : == g , , x :
二 9 2 , x 。= 夕

; , x ‘
= 空

: ,

则标准方程 (2
.

1 4 )给出为

九 = x a ,

云:
二 x 一,

分3 = 一 (1 十 公二
:

) (1 +
u Z

)
一 ‘u ,

毖‘二 一 1 + (z + 。二
。
) (1 + 。么

)
一 ’

其次
,

用场方法解相应完整系统方程 (4
.

7 )
.

令

二 : = 。
(t

, 二 : , 二 3 , x 4
)

则基本偏微分方程 (3
.

2) 给出为

(4
.

7 )

(4
.

8)

口” 口刀
。 百一 十

- 几一

O r 口劣 2

己Z)
一
X

J

一几
- -

d x s
(1 + . x 3

) (1 +
u Z

)
一 ‘。 + 斋卜

‘+ “+ “! 3
) ‘1 + u Z

)
一 ‘〕一二 3 = 0

(4
.

9)

令 (4
.

9) 有如下完全解

% : = 。= f
,

(t) + f
:

(r)x
: + f

。

(t)戈
。 + f

4

(t)戈
‘

将 (4
.

1 0) 代入 (4
.

勿并比校 白由项
、

合介
,

勺和 x ‘的项
,

得到

j
: 一 f

3、
(1 +

u “

)
一 ‘+ f

‘

(一 1 十 (1 +
。2

)
一 ’
)二 o ,

f
:
= o

(4
‘

10 )
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f
: 一f

。。公(1 +
u Z

)
一 ’+ f

; ‘(1 +
u “)

一 ’一 i = o
,

f
‘+ f

: = o

积分之
,

得

j
: = q

,

f
‘二C. 一C扩

j
。一 C。

(1 + 一)‘+ (1 + 一)‘
{;

(1 + ·
。

一

‘d ‘一 (C. 一 c 吕‘)
·

连 门 _ 1

一 C
,

(‘+
““

)
‘

}
。“ (‘+ “勺

’
“‘

f
l
一C

l + C
3

{;
·
“ + 一 ,

一

‘d ‘+

{;
·
(‘+ 一,

一

‘
({;

“+ 一)
一

‘d
今
d ‘

一 c2
{:

。(1 + 一)
一

‘
({;

·
‘1 + 一,

一

‘d‘

)
d ‘

于是有

X !

一
c l + Cs
丁;

·
‘、+ 一)

一

‘d ‘+

丁;
·
(, + 一)

一

‘

灯:
(1 + 一 ,

一

‘d ‘

)
d ‘

一c
Z

{;
·“ + 一)

一

‘
({;

·
(1 + 一)

一

‘、,

)
J , + c ZX :

+

{
C 3

(1 + 一)‘+ (1 + 一)‘

{;
(1 + 一)

一

‘d ‘一 (c
4 一 c Z‘,

·

一 C名
“ + 一, ‘

{;
·
“+ 一,

一

‘d ‘

}
X 3 + ‘C一C :‘, 二

‘

(4
.

1 1)

令初条件为t = o
,

x 。

(o) = 二。。

(a = i ,

2
,
3

,

4 )
,

将其代入 (4
.

1 1 )
,

可解得常数C : ,

有

C : = 二 : 。一C
Z二 : 。一C : x : 。一C. x 一。

,

(4
.

1 2)

将 (4
.

1 2 )代入 (4
.

1 1)
,

得到
X ! - ·

一
C : 二 : 。一 C 3 二3 。一 c’二‘。+

‘
3

{:
·
(‘+ 一)

一

‘d ‘

+

l;
·
“+ 一)

一

‘
({;

(1 + 一)
一

‘d ,

)
。卜 c 么

{;
·
(卜一)

一

‘
({;

·
(1 + 二)

一

’。,

)
。,

+ C急二2 +

{
C 3
“+ 一)‘+ (‘+ 一)蚤

{;
(‘+ 一)

一

‘d ‘一 ‘C厂C Z‘,
·

一 c Z
(‘+ 一)‘

l;
·
(‘+ 一)

一

‘d ‘

}
x 3 + ‘C一C :‘, 二

‘

现在检验行列式 (s. ‘,
·

我们亨
d e、(下龚异、一 }

,。 一(1 + 。2
)告{

‘ 。
(1 + “

。
一

‘、, (1 +
“‘
)惫 一。

、 。X B O七 通 I } J o

= (1 + “‘)女笋 。

关系 (3
.

6 )给出

d”/ 日C : = o
,

日。 / 。C
。= o

,

d 。/ 日C
‘= 0

且p

(4
.

14 )
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一妙
_

扮
“ + “2

’
一

冲
+ ““

{
+ 飞‘

“ 一 (‘+ “‘

)
‘

J
。 “ (‘+ “

‘

)
Z
d ‘少

‘ : 一 ‘“‘二” 几

一
「
‘

··
/ · 才

一
* J 子 , , , , 一: 、

、一
。

!一二 3。+
J
。 ·(, + ·“

,
‘ d ‘+ “ + ““,

“‘3 一“

!

工4
.

1 5)

一 % 4 0
一 u劣 s + x ‘

= 0

由此代数方程 解得

二 :

一 二2。+ 二4 。, + 二3。

!;
·
(1 + 一)

一

‘d ‘+

!
。
(, 十。2

)
一

‘
();

J
·
(1 十

。2

)
一

‘d ,
·

丁
‘ 。

(1 +
。:

)
一

告、t

(4
.

1 6 )
二。一 (1 + 一)

一

‘/ 3。
一 (: + 一)

一

‘
丁
‘ 。

(:
_

+ 。“

)
一

蚤J t

戈 ‘
== x 4 。+ u

(1 +
u 名
)
一 百劣 5 0一 (1 + 一)

一

‘
丁

u
(1 +

u Z

)
一 百d t

““+ ““
’
一

‘“‘’
“‘

{
将 (4

.

1 6 )代入 (4
.

1 3 )
,

得到

X ! 一二 ! 。+

{:
·
(‘+

·
”

一

‘({
(1 +

·
。

一

‘d ‘)
d ‘+ 二 3 。

{;
(‘+ 一)

一

‘d ,

一

{;
·
(1 + 一)

一

‘d ‘
·

丁;
“+ ·2

,
一

‘d ‘
(4

.

] 7 )

这样
,

我们得到相应完整系统 (4
.

6 )的解 (4
.

1 6 )
、

(4
.

1 7 )
.

最后
,

求非完整系统的解
.

约束加在初条件上的限制为

x ‘。
一 u

(0)二
。。= 0

注意到 (4
.

3)
,

这可写成

戈 一。, D (4
.

1 8 )

将 (4
.

1 8) 补充到解 (4
.

16 )
、

(4
.

1 7)中
,

就得到问题的最终解
,

其中包含3个任意常数
.

如给出不同的控制规律
“= u( O

,

可得到间题的不同解答
.

反之
,

如要求实现某种运动

二
。

= x 。

(t) (a = 1 , 2 , 3 ,

4)
,

可以反过来求出控制规律
.
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