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摘 要

本文对奇异摄动转向点问题构造了一个关于
‘一致收敛的二阶正型格式

.

并给出了数值例子
.

关扭润 奇异摄动 转向点 差分法 正型格式

一
、

引 言

本文考虑以下奇异摄动转向点问题
:

e、
I, + x a (二)

。 ,
一 b (二 )

“== f (x )

u
(一 1 ) 二A

, 。
(1 )== B

‘〔‘一〔一 ‘”〕
} (1

.

1 )

这里
,

参数
。是 (0

, 1〕中的常数
,

函数
a (二 )〔C

Z

〔I ]
,

b (x )
,

f (x )〔C
S

〔I〕
,

且 满 足 a
(x ))

召 .

> o ,

b 恤)) 6 , > 0
.

在以上假设下
,

由〔1 〕可知
,

方程 (1. 1) 存在唯一解 气〔C’〔门
,

且满足

以下估计式

}“奋‘,
(劣 ) {( M (z + (}x l+ e )声

一‘)
, x 〔I

, i二 o , 1 ,

⋯
, 4 (2

.

2 )

其中夕是满足O< 刀< 兄‘ b (0) /a (刃的任意常数
,

M是某个与
。无关的正常数

.

对于奇异摄动转向点问题 (1
.

1)
,

目前 已有大 量的工作 (例 [1 〕~ [ 4 〕
,

〔6 〕)
.

从这些文

章可以 看到在均匀网格上
,

不管是迎风格式还 是 指 数 型 格 式 的 一 致 收 敛 阶 都 不 超 过

O (h
m ,“ ‘人 , ”

)
,

即当O< 几< 1时
,

一致收敛阶将小于从 为了能不受几的限制
,

达到一阶一致收

敛
,

V
.

D
.

L is ei k in[ 们在非均匀网格上证明了迎风格式是一阶一致收敛的
.

而 R
.

V ul a
-

n o v ie 汇。,讨论了I ~ 仁。
,

z〕上的方程 (1
.

1 )
,

并在非均匀网格上证明 了 G u 日h e h in 一S h e h e n
-

ni k o v 格式 是二 阶一致收敛的
,

该格式是一个四 点格式
,

且很复杂不易上机实现
.

本文运用

〔5〕中对非转向点奇异摄动问题构造二 阶正型格式的思想
,

对转向点问题 (1. 1) 构造了一个三

点正型差分格式
,

该格式远比G 一8 格式简单
,

但在非均匀网格上也是二 阶一致收敛的
.

二
、

网 格 和 格 式

非均匀网格 I 、 , 一 1 二 x 一 , < 二一, 十 ,

< ⋯< 丸< ⋯ < x , 一 ;

< 劣 , = 1 是通 过映射 x (t) 得到
:

.

苏愚城推荐
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:
(t)

男 (t)-干
劣‘L‘,

·

“

一劣 : (一 t)
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一 1《t< O

} (2
.

1)
x :

(t)= (召
。 + p r)”

“
一 。

P= (1 + e
)一

e . , a 二 m in (刀
, 1 )/ 2

h . 二戈‘
十 :
一戈 ‘, 戈 : +

专= 戈‘+ h‘/ 2

令笼
。‘}是非均匀网格了

。上的网格函数
,

我们引进以下离散算子
:

D : u ‘= 2 〔h‘。. _ 、一 (h
‘+ h‘

_ :
)
“‘+ h‘

_ :。‘十 、〕/〔h
‘h‘

一 、
(h
‘+ h‘

_ :
)l

D :
。. 二 (

。‘十 : 一“‘) / h
, ,

D 二。‘= (u一
u ‘一 :

)/ h
‘一 :

D 和
‘,
专== (3“一

u . ; :

) / 2

现在对方程 (1
.

1) 构造如下差分格式

。: n : “. + 二 . a . 。 ;“一 6‘。‘+
一

嘿
组〔二 . *

+ a 。,
, 。扭一。‘

十
, n 加

. , 、〕

自 O

一

j.+ 鲁沁
,

、铆
一‘

L呱 (2
.

2)
e . D 忿“‘+ 劣 . a ‘D 二“‘一 b一晰 一

劣 . a ‘h‘
_ -

2 君: [ 戈卜专a ‘一全D 二“‘一 b ‘
一
专D 加

‘一专〕

= 了
.

一

A
, “万 =

戈‘a . h一
_ l

2君名
f卜女

, i 一N ( ‘< o

产J...

!
、.........

一一

“一那 =

其中a ‘= a( 二‘)
,

山啥 = a
你

‘+ * )
,

等等
.

差分格式 (2
.

2) 实质上是迎风差分格式加上一个修

正项
,

该修正项消除了迎风格式截断误差中O (h) 的那一部分
,

故有可能达 到二 阶 收敛
,

显

然格式 (2
.

2 )的系数矩阵L “是M矩 阵
,

即M
一 ‘< 。,

且格式 (2
.

2 )是正型格式
.

作闸函数乙 “C
,

C是常数
,

贝味

切嘟
一“‘C一

鲁
“‘

·
, C

,

一”‘C

沪签生
”一* C

了JI、ee-/

目
Z毛L

所以若能证得格式 (2
.

幻的截断误差满足
:

}L
几
位

,

伪
‘

) 一“
‘
) l《M h

Z

[ 1 + 。 一 2
((I二

‘
I+ 二‘)h

‘+ (l二
‘
I一戈

‘
)h

‘_ ,

) ]

亡= 0 ,

士1
,
⋯

,

士 (N 一 1) (2
.

3)

其中M是 与
。 ,

h无关的正常数
,

则我们有以下定理
.

定理 令‘是转向点问题 (1
.

1) 的解
,

{“‘}是差分格式 (2
.

2) 在非均匀网格1 . 上的解
,

则

}
。 .

(劣
.
) 一

u ‘l《M h
Z , ‘== 0 ,

士 1
,

⋯
,

士 (N 一 1 )

其中非均匀网格I。由(2
.

1) 决定
,

M是某个与
e ,

h无关的正常数
.

三
、

估计式(2
.

3) 的证明

为简单起见
,

我们仅讨论i》 o
,

对于‘< 0时的证明是完全类似的
.

以下假设 i> 。
,

显然
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截断误差
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(
。。

(x
‘

) 一
。‘
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-

a 。戈一h‘
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其中
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,
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.
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。
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利用泰勒展开式和估计式 (1
.

2 )
,

有
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,
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‘
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我们将用到的另外一些估计式是

IR 万!《M
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.
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为了证得 (2
.

5) 式
,

只需证明
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,
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Z o ( i( N 一 J

为此首先对 (3
.
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,
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]
.
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归
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从以上这些估计式可知
,

M h
么 2《公簇N 一 1

(2簇‘( N 一 1 )
,

R ; (o( i镇N 一 1)
,

Q ; (1 ( 玄( y 一
,
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.

5 )

扣 Q
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(2《‘《N 一 l) 满足估计式 (3
.

5 )
,

所以 对于 2《‘簇N 一 1 ,

估计式 (2
.

3) 已经得证
.

再 注 意到

R 。二 R 盆
,

故为了证得f== 。, 1时的 (2
.

3) 式
,

还需证明R g
,

R r和O贫满足 (3
.

5)
.

首先假设h《砂
,

由 (3
.

3 )式得

}R 言}《对
。名h合e , 一‘

《M h
忍

}R r}《M h名+ M
。吕h君

。夕一 4
( M h

Z

}Q翌i《M h
名+ M h : 。声

一 盈

《M h舍

现设8. 《h
,

此时由 (3
.

4 )式可得

}R 二{《M
o Z

〔1 + 。夕一 名〕《M h
Z , i二 0 , 1

!Q呈}《M x : + M 〔(。 + x :

)尹一。声〕( M h
Z

所以
,

R 盆
,

R 盆和O呈也满足 (3
.

5) 式
.

估计式 (2
.

3) 证毕
。

四
、

数 值 结 果

本节运用差分格式 (2
.

2) 对以下转向点问题

‘、’ + ‘“‘一 “/ 2一 f (x )
, ‘

“ 下
“ (一 1 )二 A

, “(1)二 B
(4

.

1 )

进行数值计算
,

其中右端, 伽)和边界条件月
,

B 由方程的精确解

u
(x ) = e x P [ 一 二“/ 2 ] + (x

Z + 。2

)
’‘4 + 二 (二

2 + 。2

)
一 “4

确定
,

取非均匀网格 (2
.

1 )中的参数a 二0
.

2
.

衰 1 (h 二 1 / 1 2 8
, e 二 1 0 一1 0 , a 二 0

.

2 )

网格点为 一 0
.

8 54 6 一 0
.

12 4 9 一 0
.

0 1 19 0 一 0
.

0 0 04 2 一。 0 0 0 00 一 0
.

0 0 0 4 2 0
.

0 1 19 0
_ _

_ _ _ 一
0

.

12 4 9
.

0
.

8 54 6

方程精确解

迎风格式解

格式(2
.

2 )解

0
.

69 4 0 8 2

0
.

69 3 8 3 3

。
·

6 。‘“6 ,

!

0
.

9 9 2 22 5

0
.

9 8 9 76 1

0
.

9 9 2 12 6

0
.

9 9 9 9 2 9

0
.

9 9 9 0 8 6

0
.

9 9 9 89 3

0
.

9 9 9 99 9 .

。
.

9。。5 4 。」

0
.

9 9 9 9 9 3 ,

:::::: {
.

::{:::
一

: :;:;::⋯: :::;:{⋯:
.

::{:::
全旦竺上尘竺公二

,

兰竺到兰竺
J

立{
‘

竺竺竺呈

衰 2 正璧格式 (2
.

幻的橄值结果 (a 二 0
.

2 )
‘

—
一

- - - -

一

一
~ 份份 洲

—
一

~

一
翔
~

J

一一
l’

一

一一一一一
. 归

~ 一
~

一—

一
~

一
~

门

一~
·

巴= 10 一2
e= 10 一 6 O, 名= 1 0- 10

E 切 P E o P

毛
.

IE ~ 3

P

2
.

3E 一4

1
.

9 8

5
.

g E 一5

1
_

9 9

E o P

1
.

4 E 一 2

E 、
)

P 户
J

—1 .

SE 一2

2
.

1 4 9 9 9 9 9 8 9 8

9
.

4 E一 4

2
.

2 1

3 S E 一 3 3
.

SE 一3

6移‘

h/l邝

O0 2 0 0 2
.

0 0 2
.

0 0

卫/6 4 SE 一5 2
.

OE 一4 8
.

7 E 一4 9
.

4 E 一4

2
.

0 0 2
.

2 7 2
.

0 0 2
_

0 0 2
.

0 0 2
.

0 0

1 / 1 2 a 3
.

7E 一6 4
.

ZE 一5 .

7E 一4 2
.

Z E 一4 2
.

3E 一4

2
.

0 0 2
。

0 3 2
.

0 0 2
.

0 0 2
.

0 0 2
.

0 0

/ 2 5 6 9
.

3E 一 7 1
.

OE 一5 4
.

4 E 巧 5
.

4 E 一5 5
.

g E 一5 6
.

IE 一5

2
.

0 0 2
.

06 2 0 1 2
_

0 0 2
.

0 0 2
.

0 0

l / 5 12 2
.

3 E , 7 2 S E ~ 6 1
.

IE 一5
SE 一54 E 一6 SE 一 5

在表 1 中
,
我们 对步长h二 1 / 1 2 8和参数

。” 1。一 ‘。,
a = 0

.

2进行了计算
,

列出了迎风格式
、

正型格式 (2
.

幻及方程精确解在某些网格点上的值
.

可以看出
,

迎风格式解 的 误 差 不 超 过
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O (1。
一 “

)
,

而正型 格式 (2
.

2) 的误差不超过 O (1 o 一 ‘

)
,

因此二 阶一致收敛的正型 格式 (2
.

2 ) 的

解要比迎风格式精确
.

在表 2 中
,

我们 对一系列的参数e和h进行 了计算
,

列出了最大值误差E , , n l a X
~ 万“

吸 万
}“

‘

一 “ .

(二
‘

) }和数值收敛阶P二 (In E 二一 In E 幼 /l n Z ,

其中E 二和E 三分别表示在非均匀 网格 I、和

几
、上近似解的最大值误差

.

计算结果表明
,

数值收敛阶是二阶一致收敛的
,

与 本 文定理相

符合
。

作者得到昊启光教授的悉心指 导
,

在此 表示衷心感谢
.
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