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摘

本文将符号动力系统理论推广到 一般的情况
,

统(刃 (尤)
, a )及其特例的浑沌性质及应用

.

美妞询 符号动力系统 浑沌 移位不变集

讨论当 X 为可分度是空间时
,

一般符号动力系

一
、

引 言

早在 1 8 9 8年
,

H a d a m a r d 就将符
一

号动力系统 的技巧用于负曲率曲而上的 测 地 线 的研

究
.

1 9 3 8年
,

M o r o e 和H e dl u n d 首次将符号动力学作为一 个独立的学科提出
.

现 在
,

符号

动力系统已成为研究动力系统的浑沌性质的有力工具
.

不过
,

人们发现
,

具有有限个符号的

符号动力系统 (万 (N )
,

a) 在解决实际问题时
,

是有局限性的
。

文献〔4 〕认为
,

为了研究一些

复杂的不变集
,

必须考虑具有无穷个符号的符 号动力系统
.

文〔2 〕就是这种研究的尝试
.

本

文在文〔4〕
、

〔2 〕的基础上
,

将 符号动力系统理论推广到一般情况
.

讨论 当X 为可分度贵空间

时
,

符号动力系统 (万 (X )
,

司 的性质
,

证明了在文〔1〕及 L i一Y o r k e 意义 下 (万 (方)
, , )

是浑沌 的
.

并且证明这种推广在某种意 义下是最一般的
.

本 文还介绍了文 〔2 〕所 讨 论 的 当

ca rd (X ) = 。。

时的特例
,

以及文〔3〕中所讨论的关于 (万 (Z )
,

a) 在一般连续自映射所生成的

离散半动力系统中的应用
.

二
、

一般符号动力系统

设 (X
,

d) 为可分度量空间
, c a r d (X )李 2 ,

其中
,

c a r d (
一

)表示集合的基数
.

记

万 (尤) 二n s ‘,

S
‘
= X

,

万 (X )上的度量定义为

。(二
, 。

、沁
,

d (, ‘, 夕‘)
z

_

+ d (x
‘ , , ‘

)
’

x ~ (x
。 , x : ,

⋯ )
,

, 二 (夕
。 , 夕, ,

⋯ )〔刃 (X ) (2
.

1 )

番
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.
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记口为刃 (X )上的移位 (自) 映射
,

a ((x
。 , 二 , ,

⋯ ))== (二
, , x : ,

⋯ )
,

(劣
。 , x , ,

⋯ )〔刃(X )

则 (刃 (X )
,

a) 构成一单边符号动力系统
.

当 c a r d (X )二N 为有限值时
,

即为符号动力系统 (刃 (N )
,

a)
.

文〔4] 对此有详细讨论
.

下节我们将详细讨论 ca r d (X )= 。
。 ,

即X 为可列集时的情形
.

本节先讨论一般情况
.

关于浑沌系统的定义
,

有许多种
.

本节分别采用文〔1 」的定义及L i一Y o r k e的定义
.

定义 2
.

1 设 (X
,

d )为度量空间
,

介 X , X 连续
.

称f是浑沌的 (或称 (X
,

j) 是浑沌系

统 )
,

如果

(i) f敏感地依赖于初值
,

即存在占> 。,

使得对于X 中的任一点二的任一邻域产
,

存在

g 〔产及
. ) 0 ,

使

d (f
.

(二 )
,

f
,

(, ))> 占

(ii ) f为拓扑传递的
,

即了存在一条在X 中稠密的轨道
;

(ii i) f的周期点集在X 中稠密
.

我们有如下结论
.

定理2
.

1 符号动力系统 (刃 (X )
,

a) 是一浑沌 系统 (在定 义 2
.

1的意义下 )
,

其中X 为可

分度量空间
, c a r d (X )> 2

.

证明 我们只需验证定义 2
.

1中的条件 (i) 、 (iii )
.

(i) 取氏为某正常数
,

满足性质
: V a〔X

,

己6〔X
,

使得 d (
。 ,

b) > 占
。 .

下证这样的占

是存在的
。

当in f s u P d (
a ,

b )二 + oo 时
,

. 任 X 朽住 X
显然存在占

。

> o ,

使丫 a〔X
,

刁b〔X
,

满足d (
a ,

b)) 占
。.

不

然
,

则 V 占
。

) o ,

〕a 。〔X
,

吕u P d (
a 。,

b )《占
。

< + oo
,

.

丫 b〔X
,

d (
a 。,

b )( d
。,

故s

号p d (
a 。,

b )( 占
。,

故 i登f
s

梦p d (
a ,

b )《

矛盾 !

当in f s u p d (
a ,

b )铸 + oo 时
,

O C X b 〔X
可取占

。

= (1 / 2 )in f o u p d (
a ,

b )
.

a 任 X 吞〔工

因为c a r d (X )> 2 ,

故存

在
a 。,

b
o
〔X

,

使d (
a 。 ,

户
。

)手 0
.

则 V a 〔X
,

s u p d (
a ,

b )》m a x 凌d (
a , a 。

)
、(

· ,

。
。

)}) d ‘
a ,

q
·

,

丫
‘“ , 6

。

’
一

)
一

香
d (一

,
“
。

) > 。

故有 {醛怂
”“(a, ”)> “(a0

,

b0) /2 列
所以 O< 氏< 十 oo

。

故

占
。

< ia? 鉴矛PxP
“(

a ,

”)《是缪 “(a
,

b )
,

v a o X

故 V a〔X
,
〕b〔X

,

使d (a
,

b )> 占
。.

取 d = 占。/ (1 + 6
。

)

则对于万(X )中的任一点
,
二〔X 及其任一邻域产

,

作

。‘, , == (二
。, 二 , ,

⋯
, x 。 , v 。+ , ,

⋯ )

其中v , 十 :
〔X 满足d (二

, * , , , 。十 ;
)> 占

。 .

当k足够大时
, , ‘. , 〔产

,

且

p (a . + ’

(二 )
, 口. + ’

(夕
‘含,

))二
d (二

, 十 ; , 夕。 , ,

)
i + d (戈

, 十 : , , . 十 :
)

+ ⋯ >
占
。

1 + 占
。

(ii ) 因X 可分
,

所以存在可数 子集刀 g X
,

使万二 X
.

因(刃(双 )
, a )为拓扑传递的

‘么, ,

故存在 z 〔刃(刀 )
,

使

0 1笼口.
(之 )

,

掩= o
, i ,

⋯卜二刃(A )
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V e > 0 ,
V 戈== (x

。 , 二 : ,
⋯ )〔刃(X )

,

对 x 。 ,

存在夕k〔刀
,

使

d (x , , g ,
)(

。
/ 4

,
吞= o ,

1
,
⋯

作, 二(夕
。 , 夕; ,

⋯ )
,

则对夕〔刃(刀 )
,

存在
。) o ,

使

p (砂(z )
, 夕)<

。/ 2

故 ”‘

一
‘
·

, ,《p ‘一。, + , ‘。
,

二‘
·

, , <

蓉; 巴
.

君

丁石 十厄
一

< ￡

(川 ) V 劣〔刃(X )
,

作

, ‘. ) 二 (二
。, x : ,

⋯
, 二一 , “ 。 , x : ,

⋯
, x 。 , “

‘

则夕闭为口的周期点 ,
.

且对任
。> o

,

存在足够大的k
,

使得

p (夕
‘, , , 二 )<

。
口

定理得证
.

当(X
,

d )为任一度量空间
, c ar d( X )) 2时

,

由定理2
.

1 的证明过程易见
,

符号动力系

统 (万(X )
, a )具有性质

.
( i )口敏感地依赖于初值

;
(ii )口的周期点集在刃(X ) 中稠密

.

但口

不一定为拓扑传递的
.

故(刃(X )
,

a) 不一定为定 义2
.

1意义下的浑沌系统
.

定理 2
.

1 说明
,

空间X 的可分性是 (刃(X )
,

司为浑沌系统的充分条件
.

我们 自然要问
,

它是否也 是 必 要条

件 ? 回答是肯定的
。

定理2
.

2 设(X
,

d )为度量空间
,

c ar d( X )) 2
,

空间万 (X )上的度量p 同(2
.

1) 式
.

则

(刃(X )
,

a) 在定义2
.

1的意义下为浑沌 系统的充分必要条件是X 为可分的
.

证 明 只证必要性即可
.

因口为拓扑传递的
,

即存在 z 〔刃(X )
,

使

e l{a
,

(
z
)

, n == o ,
1

,
⋯ } = 刃(X )

作集合Z = 王z ‘
,
‘二 O

,
1

,

⋯ }
,

则Z 为X 的可数子集
.

V e > 。,

V a ( X
,

作x = (a , x : , x : ,

⋯ )〔万(X )
,

则存在
n > o ,

使

P(a 一

(之)
, 二)<

e
/ (1 + e

)

从而

且p

d (
z 。 , a

)
1 + d (2

. , a
)

d (
z , , a

)<
。

一

( p (a
’

‘z ,
,
‘ , <
斤

。

故c1 Z = X
,

即X 为可分的
.

证毕
.

口

定理 2
.

2说明
,

在度量空间中推广符号动力系统 并保持其浑沌性时
,

可分空间 是 一个极

至
。

这说明本文的推广在某种意义下是最一般的
.

另一方面
,

对于一般度量空间X
,

我们来讨论一般符号动力系统 (万 (X )
,

司 的 在定义

2
.

1的意义下浑沌的子移位a ‘ .

定理2
.

2提示这种子移位的一种构造方式为
:
取X 的 可 分子

空间A
,

则子移位aI 二 。, 》
为浑沌的

,

即有下面的定理
.

定理 2
.

3 设X 为度量空间
,

ca r d (X )》2
.

则子移位aI 二 ‘, 》
为在定义2

.

1 的意义下浑 沌

的充分必要条件为A 是X 的可分子空间
,

且ca r d (翅 )) 2
.

口

下面讨论一般符号动力系统 (万 (X )
,

a) 在L i一Y o r k e 意义下的浑沌性
.

Li 和Y o r k e关于线段自映射的著名定理
〔”现已成为刻划浑沌本 质的数学 定义之一 文

〔9
、

1 0] 对浑沌的 L i一Y o r k e定义作了剖析和改进
.

我们下面采用的定义相当 于文〔1。】中强

浑沌 (s t r o n g ly e h a o tie )的定义
.

定义 2
.

2 设 (材
,

d) 为度量空间
,

介M 、M连续
.

称系统 (M
,

j) 为在L i一Y O r k e意义下
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(强) 浑沌的
, 如果存在不可数子集S g M满足f (S) ‘ S 二口(j) 一尸 (j)

, _

且

。u P d (j
,

(二 )
,

j
,

(, ))> 0 ,
V , , , 〔S

, 戈手 u ,

in f d (f
”

(, )
,

f
”

(y )) = o ,

岁二 , 梦〔S
,

s u p d (f
”

(x )
,

f
”

(P))夕。
,

V , 〔S
,

V P〔P (f)
,

in f d (f
“

(二)
,

f
”

(P))> O ,

v x 〔S
,
v P口(f ) 一 {“}

,

浊lim�lim�想A)B)C)D)

其中
。是f的某个不 动点

,

S 称为f的 (强 )浑沌集一

定理 2
.

4 符号功力系统 (万 (X )
,

司 在L i一Y o r k e 意义下是浑沌的
,

其中X 为 可 分 度量

空间
, c a r d (X ) 》2

.

当C a r d (X ) = 。时
,

存在。的浑沌集S ,

使对于任一可数子集 A C X
,

S伏刃 (A )
.

证明 因为X 为可分空间
,

所以c ar d (X ) ( 。
.

当 c ar d (X ) 为有限时
,

证 明同〔8〕
.

当

Ca r d (X ) 一。
。

时
,

证明参见 [2 〕
.

下面讨论 ““r d (X ) 一。的情况下浑沌集S的构造
·

一
任取两个不同的点

a ,

b〔X
.

设酬 (O
,

l) ”X 一 {a }为一满映射
.

厂

讨于任一实数
r 〔(O

, 1 )
,

作 , r

如下 :

戈蕊二 6

〔寿: 〕一〔(怠一 1 ) r 〕二 1

〔寿r j一〔(k一 1 ) r〕= 0

舟
2 + 1簇I ( (寿+ 1 )

“
一 2

l= (k + i )
“一 1

刀之枯
一一

、

戈

{ {
a (

r
)

其中k = 1 , 2 ,

⋯
,

〔
·

」表示取整数部分
.

则 x
f

= (劣百
, x l

,

⋯ )〔万 (X )
,

记

s
。
= {二

· : , 〔(。
, 1 ) }

,

s 一
‘

O
‘

。 “

(s
。

) 一、。
‘

(二
·

)
: ,

·

〔s 。,
、》o}

则类似于〔8〕可证 S即为a的浑沌集
.

例如
,

取
。= (b

, b ,
⋯ )

,

则定义 2
.

2中的条件D ) 成立
.

因

为不难证明。 (尹 (劝
,

a) ( V k》。
,

V 二〔S) 中不含除
e
外的其它周期点

.

设A 为X 的任一可数子集
,

则存在 , 〔x 一 A
.

取 , 〔{0
,

l)
,

使a (司 = ,
,

则二 ‘二 (,
贾

, 二f
,

“
.) 乙刃 (川

,

从而S羊万 (A )
,

定理得证
.

口
‘

顺便指出
,

上述构造 浑沌集的方法可适用于2 ( c ar d (X )《。 的各种情况
.

另外
,

我 们

还可考虑 (万 (X )
,

a) 的无限型子移位 (由一个无穷阶转移矩阵决定 ) 的性质
.

这 些 性 质有些

与有限型子移
.

位的相似
,

也有些是特有的
.

我们拟另文讨论
.

三
、 e a r d ( X ) == 。。的情况

本节讨论上节的一个钱例
·

考虑

X 二 Z
‘ = {0

,
1

, 2 ,
⋯ }

z 二

上的度量d为

d ‘
。 ,

”, 一

{
o a 二 b

1 召笋b

a ,
b〔Z 十
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刃 (Z ) = n s ‘ ,

S ‘= Z
斗 ,

i= 0 , 1 ,

⋯

刃(z )上的度 t p定义为

P伽
,
y ) = 拼 1

台了
a t劣‘

, “‘,
,
二 == (x

。 , 二* ,

⋯)
, 夕= (夕

。 , , , ,
⋯)〔万 (Z )

记 a为刃 (Z )上的移位映射
,

则 (万 (Z )
,

a) 构成一单边符号动力系统
.

文〔2〕讨论了 (刃 (Z)
,

a) 的性质
,

并证明了下面的定理
.

定理 3
.

1 符号动力系统 (刃 (Z )
,

a) 在L i一Y o r k e 意义下是浑沌的
,

且存在浑沌集

+ ‘咤,

S 伏 U Z (N ) 口

由定理2
.

1我们有

定理3
.

2 符号动力系统 (刃 (Z)
,

司 在定义 2
.

1的 意义下是浑沌的
.

口

四
、

应用于一般连续自映射

本节利用符号动力系统 (刃 (Z)
,

a) 讨论一般拓扑空间及度量空间上连续 自映 射的浑沌性

质
,

给出了一般连续 自映射存在无穷阶 (伪 ) 移位不变集的充分必要条件
.

这些结果在文〔3〕

中有详细的论证
.

这里只叙述主要定义及结论
.

定义4
.

1 设X 为拓扑空间
,

了
: X , X 为连续映射

.

刀是f的不变集
,

即f叼) g 江
.

结果

存在同胚h : 刁 , 刃 (Z)
,

使得下列图表可 交换
,

才 车过
h杏 杏h

刃(Z) 今刃 (Z)

即f }通与a拓扑共扼
,

则称刀为了的 (或离散半动力系统 (X
,

f) 的 ) 无穷阶移位不变集
.

若h仅

为连续
、

满映射
,

即f l
,
与。半拓扑共蜿

,

叨称理为f的 (或 (X
,

f) 的)无穷阶伪移位不变集
.

定理4
.

1 设f
: X 、X 连续

,

X 为列紧的 T t空间
.

则f有无穷阶伪移位不变集的充要条件

是存在非空闭集A
。 ,

A : ,

⋯ g X
,

满足

十 。。

f (A户卫 U A ‘ ,

j二 0 , 1 ,
⋯

(11) 存在开集O 。 ,
O

: ,

, ‘二 0 . ,

且。,
n
(

一
,

使

U
J· 0 , , 专 ‘

A ,

)
一价

,

‘一 ”
, ‘, ”

’

口

定理 4
.

2 设f
, X ”X 连续

,

(X 刀)为完备度量空间
.

则f有无穷阶移位不变集的充要条

件是存在非空闭集A . ,
A , ,

+ O 。

f (A , )卫 U A ‘

口一 0

⋯ g X
,

满足

j= O ,
1

,

⋯

存在开集O。 ,
O

; ,

一
,

使

、.声少、‘户/·

i�11了
.、了.龟
、



傅 新 楚 周 焕 文

, 。、 o
。,

且O‘
n(

, 一

万
、 ‘

A J

)
一‘ i, 0

, l
, · ‘ ’

(111) lim D
协

.

) 十 C屹〕 立
。

f一 (A “, )
-

D (A )二 、u p d (
a ; ,

a :

)
.

v (‘
。, i , ,

⋯ )〔万 (Z )
.

其中D (A ) 表示子集A的直径
,

口
a l

.
0 ‘七J

定理4
’ .

1及定理4
.

2中的无穷阶 (伪) 移位不变集可表为
:

A == U 门f
一 口

(A ‘
:

(￡
o

,

‘一
,

⋯ )
任刀 (名) 一

Q

粗略地说
,

A为可列个C a n 七o r 集的并
.

它是非紧致的
,

完全的
,

完全不连通的
.

除了紧

性外
,

其它性质与C a n t o r
集相同

.

五
、

结 束 语

本 文只讨论了单边符号动力系统的情况
.

对于双边符号动力系统
,

也有相应的结果
.

浑沌理论 中
,

还有许多问题有待更深入的研究
〔6 ’.

而浑沌的统一数学定义就是一个非常

重要的课题
.

下列几种定义是 目前理论研究中经常被采用的
:

1) L i一Y o r k e定义
; 2 )D e v a-

ne y定义
、 a) S m al e 马蹄

; 4) 存在横截同宿点
; 5 )拓扑混合

;
6) 符号动力系统

.

其 中 6) 蕴

涵l)
、

2 )
、

5)
,

6) 与3) 拓扑共扼
, 4 )存在子系统与6 )拓扑共辆

.

可见
,

符号动力系统是一个

典型的浑沌 系统
,

对它的深入研究将有助于浑沌定义的最终形成
.

而且它本身也是研究具体

系统浑沌性质的强有力工具
.
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