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摘 要

在参数激励与强迫激励联合作用下具有v a n d e r Pol 阻尼的非线性振动系统
,

其动态行 为是

非常复杂的
.

本文利用M
e
lll ik o v

方法研究了这类系统的异宿轨道分叉
、

次谐分叉和 混 沌
.

对于

各种不同的共振情况
,

系统将经过无限次奇阶次谐分叉产生 S m al
e
马蹄而进入混沌状态

.

最后我

们利用数值计算方法研究了这类系统的混沌运动
.

所得结果揭示了一些新的现象
.

关幼词 异宿轨道分叉 次谐分叉 混沌运动 参数激励 M
e l示k o v

方法

一
、

引 言

对参数激励 与强迫激励联合作用下非线性动力系统的分叉和混沌问题的研究是非线性振

动理论 中最感兴趣的领域之一 这类振动系统可以揭示出极其复杂的行为方式 和稳定性
.

对

于这种复杂行为的阐明不仅 是数学上面临挑战的问题
,

而且也具有很大的实际意义
.

在这篇文章里我们研究参数激励与强迫激励联合作甩下一个 自由度的非线性振动系统
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因此在数学上方程 (1
.

2 )可以 看成是方程 (1
.

3 )的普适开折 (u n iv e r s a l u n fo ld in g )并且加

上参数扰动和强迫扰动
〔” 〔“’.

方程 (1. 2) 可以产生余维 2 分又
.

在文献 臼 ] 中
,

H ol m e s s 和 R a n d 利用微分动力系 统 方 法 研 究 了 v a n d e r P ol
-

D u ff in g 型强非线性振子的局部分叉和全 局 分 叉 特 性
.

在文献 [2 〕中
,

G re e n s p a n 和

H o lm e s利用M
e ln ik o v 方法研究了具有强迫激励时 v a n d e r P o l

一

D u ff in g 型强非线性

振子的同宿分叉特性
.

在文献〔3〕中
,

唐建宁和刘 曾荣利用M el ni k o v 方法研究了 2
一

jet 系

统和 3
一

je七系统普适开拆 后的复杂分叉现象
.

下面我们利用 M el ni k o v 方法研究方程 (1 1)

的异宿分叉
、

次谐分叉和混沌
.
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得到
:

(I )当刀, > o 时
,

有三个奇点 (0
,

0 )
,

(士斌j--/ 夕
, o)

;

(I )当刀下< 。时
,

有一个奇点 (o
,

0)
.

在本文里我们只研究 (I )的情况
.

经过简单分析后
,

易知

(i) 当 下> 0时
,
吸o

,

0) 是中心
,

(甲刃歹
一 , 。)和 (一 M夕房

一

,

0) 是双曲鞍点
;

(ii ) 当v < O时
,

(0
,
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,

(M , /刀
,

0) 和 (一斌讨万
,

0) 是中心
.

情况 (i) 产生异宿环
,

情况 (ii )产生同宿环
.

下面我们仅对情况 (i) 进行研究
.
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.
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(b)

图 2
P o io c a : 。映射的粗定流形和不粗定流形的关系

根据 上面的分析
,

可以得 到上述三种情况下 P oi n c ar 亡

定流形W
“

(Pa )之间的关系图
, ’

如图 2 所示
.
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根据上面的分析计算
,

我们得到以
一

F结论
.

推论 2 (a) 当C D > O
,

即群J
,

(。
,

司 一 a J
:

(阴
,

n) < j或“J
I

(m
,

动 一 a J
:

(m
,

n) > J时
.

对于

任何 t。,

M
“ / ”

(t0 )没有简单零 点
,

则扰动系统 (2
.

功无m / 。次谐波
.

(b )当CD < o ,

即j< 拼J
:

(。
, , ) 一 a J

Z

(。
, n
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,

对于 某些 t。
,

M
饥 , 介

(t
。

)有简单零点
,

则扰动系统 (2
.

1 ) 有m /n 次谐波产生
,

即存在一 m /n 伏谐分叉的周 期轨道
.

对于 日 “ 洲2 和

口 = 1这 两种共振情况
,

系统 (1
.

劝存在m 次奇阶次谐分叉
.

当强迫激励为零时
,

对于口
“
1/ 2

共振情况
,

系统 (匕 1 )存在。 /’2 次 (m 为奇数)超次 潜分叉
;
对于口 二 2共振情况

,

系统 (]
.

功存

在m 次偶阶次谐分叉
.

(e )当C D = O
,

即拼J
,
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, n
) 一 a J
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, ”
)
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:

(。
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(。
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,

对于某些 t。 ,

M “
”

(t0) 有二 次零点
,

则扰动系统 (2
,

1少有次谐鞍结 (s a d d le
一
n o d e) 分叉发生

.

四
、

混沌运动的数值研究

前 面我们用 M el ni k o v 方法 研 究 了 系 统 (从 ]) 出现 混 沌 运 动 的 必 要条件
.

由于

M el m k o v 方法还不能完全揭示 出系统 (1
.

1) 的混沌运动的特征
,

因此这一节我们甩数值计

算方法研究系统 (1
.

1) 的混沌运动
,

以便验证理论结果
,

说明系统 (1
.

1) 确实 存 在 着混沌

运动
。
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要想对混沌运动和奇怪吸引子的性态进行定性判断和刻划
,

更深入地了解混沌运动的本

质
,

必须使甩数值计算方法和电子计算机进行仿真计算
。

目前人们主要用四种方法来定性刻

划混沌运动和奇怪吸引子的特征
: ¹ 相平面图 ; º P oi n c a r 己映射 ; ¹ 平均功率谱 ; ¼时句

历程
.

要想从定量的角度 去度量和刻划混沌运动
,

目前来说还不是一件很 容 易 的 事
.

最近

B n u n o d e n 和 H ol m e 矛
‘3’等人设法从功率谱的角度来定量地度 量梁 的混沌振动

.

下而我们

综合考虑这四种特征以便确定一个运动是否是混沌运动
.

下面的一些结果是我们在H P 怕00 计算机上利用S D S C 仿真程序得到的
.

1
.

。 二口 = 从 即主共振
—

主参数共振情况下的结果

我们发现在F = 25 5
.

5 ,
, , 。 = 0

.

0 0 1
,

, 2。 = 0
.

0 0 5 , 。 二 0
.

0 0 0 2 , a = 产= 5
,

, = 刀= 1值处

存在着混沌运动
,

如 图3所示
.

( a ) 相平面图 ( b ) P o i n e a r ‘映射

}}}}}}}}} }}}}} {{{{{ }}}}} !!!!! }}}}} }}}}} }}}}} !!!!! 八八八[[[[[ }}}
{{{!!!!{{{

}

{{{{{{{
{

!!!)}}}一!!!}}}}‘}}}}iii[}}}}}}}‘}}}}}}}日日}}}}、1111}}}}}}}}}}
,

}}}{}}}一}}}⋯}}}

( “ ) 平均
一

心率诺

图 3 下二 1
,

。二刀 ~

( d) 时间历程

F 二 255
.

5时的混沌运动

2
.

。 二 甜 = 2 ,

即主共振一
一

基本参数共振情况下的结果

当取 F = 15 6
.

6
,
二工。= 。

.

0 9 9 ,
二 2 。= 0

.

〕0 1 ,

们发现存在着混沌运运
,

如图3所示
.

。= 0
.

00 ], a = 拼= 0
.

5 ,

护 =
刀== 1值 时

,

我

(a) 相平面图 ( b ) P o i n e a r德映射
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认谐分叉和 i昆沌

助哪碗
(c) 平均功率谱

图 4 , 二 1
,

口

(d) 时间历程

二口二 2
,

F 一 15 6
.

6时的混沌运动

3
.

。 = 口 = 1/ 2 时的结果

当取F = 3 5
.

5 6
,

x l。 = 0
.

0 9 9
,
戈 2 。 = 0

.

飞0 1 , 。 二 0
.

0 0 0 1 a = 拼 二 3
,

, 二
刀
二 1 值时存在着

混沌运动
,

如图 5所示
.

〔
a
) 相平面图 (b ) P o in e a r 亡映射

八八八八八八八
...

八八
LLL
八八
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}{{{{{{八八!!! {{{{{ 八八lll }}}}} }}}
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(c ) 平均功率谱

图 5 下= 1, 。二月 二 1 / 2
(d ) 时间历程

尸 = 35
.

56 时的混沌运动

4
.

。 = 1
,

口 二 2
,

即 1/2 亚谐共振
—

主参数共振情况下的结果

我们发现当取 F =

沌运动
,

如图 6所示
.

戈 l‘, = X : o = 0
.

1
, ￡ 二 0

.

1
,

a = 拼 = 0
.

0 1 ? = 刀二 , 值 时存在着混

(a ) 相平面图 (b ) Po io e a r 己映射
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(c ) 平均功率谱 (d) 时间历程

圈 6 丫= 1
,

口 = 1
,

口 = 2
,

F 二 5
.

5时的混沌运动

经过一 些比较繁锁的计算后可 以证明在上述四种共振情况下
,

每种共振情况产生混沌运

动的参数值均满足推论 1和
、

推论2中的 (b )
,

这说明理论结果和数值结果还是较为吻合的
.

五
、

讨 论 和 结 论

在本文里
,

我们用M el ni k o v 方法和数值计算方法研究了方程 (1
.

1 )的异宿轨道分叉
、

次谐分叉和混沌运动
,

发现了许多有趣的新现象
.

根据 (3
.

3 )式
,

经过简单计算可以证明当

。 = 1时
,

有 1im M
, / ’

(r
。

) = ZM (才
。

)
; 当 , 今 飞时

,

lim M
机 l 路

(才
。
)

= Zn (拼牙
, 一 a才

2 + , 砰
3s in Zt

。

吸 - ) C‘ 饥 一冲 乙‘全

十刀班声inZ t。)斗 Zn M (t0 )
.

由此可知在参数激励与强迫激励联合作用下超次谐分叉并不 以出

现 Sm a le 马蹄为极限
〔3 ’〔‘’.

从 (3
.

3 )式和上面的分析可以 看出
,

系统 (1
.

功只能有无限次奇阶次谐分叉而导致S m al e

马蹄
,

即意味着混沌
.

当强迫激励为零时
,

对于不同的共振情况
,

系统 (1
.

1) 可以有无限次

次谐分叉和无限次偶阶次谐分叉而
一

导致 S m al e 马蹄出现
,

对于 。 二口 宁 1 / 2这种共振情况
,

系统 (1
.

1) 也可以以 无限次奇 阶超次谐分叉而导致 S m a le 马蹄出现
.

分析 (3
.

3) 式 还
一

可以肴出
,

对于各种不同的共振情况
,

系统 (1
.

D 可以经过不同的奇阶次

谐分叉次序而导致S m al e 马蹄出现
,

从而有混沌运动产生
.

在第四节里
,

我们还利用数值计算方法和电子计算机研究了系统 (
1

‘

劝 在四种共振情况

下的混沌运动
,

从而验证了系统 (从 帅 在这四种共振情况下确有混沌运动产生
.

从所得结果

我们发现存在异宿轨道情况下 (夕> 0) 系统 (1
.

飞)的混沌运动与存在同宿轨道情况下 (, < 0) 系

统 (1
.

功的混沌运动相 比有非常大的区别
.

在 ? > o 时
,

混沌带很窄
,

运动对初值的微小变化

很敏感
,

只有通过大量的计算才能找到混沌运 动
.

从图形上看
, ? > 0 时系统 (1

.

劝的混沌运

动特征不如 , < O时混沌运动的特征显著
.

这种现象可以从力学的角度作出进一步的解释
.

在

, < o时系统 (1
.

飞)具有两个势 阱 (d o u b le w e ll p o te n tia ls )
,

因而混沌运动比较容易从直

观上观察到
.

在 , > o 时
,

系统 (1
.

1 ) 只有一个势阱 (。in g le w e ll p o t e n t ia l)
,

混沌运

动不太容易从直观上观察到
.

从运动的角度来说
,

两种情况下判断混沌运动的标准也有所不

同
.

由于有v a n d er P ol 阻尼项
、

三次非线性刚度项和参数激励项同时存在
,

也使得系统

(1
.

1 ) 的混沌运动的 P o in e a r 亡映射图与强迫 v a n d e r P o l 方程和强迫 D u ffin g 方程的

P oi n c ar 6映射图有很大区别
.
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