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摘 要

本文生成了一族L i( ) u vi lle 可积的H a m il之。n 相流彼此可交换的有限维H a m ilt o n 系统
,

并且给

出了一串对合的显式公共运动积分及其一组对合的显式生成元
.

关份词 对合系 运动积分 生成子 H a m il t o n

系统 可积性

一
、

引言与一个可积系统的导出

我们知道
:
许多力学运动方程可 以表示成一种定义在辛流形 (尸

,

叫 上的 H a m il七。n 系

统
t ‘, 2’ .

当尸取有限维和无限维流形时
,

相应的 H a m ilt o n 系统正好对应于经典力学系统情

形和发展方程情形
‘“, .

设D 为R
“N的一个开区域

,

譬如D == R
“N .

当尸 = D 时
,

选取正则坐标系 (P
,

q) , (P , ,

⋯
,

P万
, q , ,

⋯
, q 万 )

,

令
田二d p 八d q 二乙 d p ‘八d小

则由H a m il七o n 函数H 生成的H a m ilt o n 系统可写成“
, “’

aH 日H
扒 “ 一 百矿

,

小 = 百五
’ p = (P , ,

P : ,

⋯
,
P, ) , ,

g = (g
, , g : ,

⋯
, q , ) ,

(1
.

1 )

同时一个函数H 定义了一个H a m ilt o n 向量场

了旦互 a

\a P‘ 口q ‘

日H
aq ‘

_

旦 、
aP‘ ,

(1
.

2 )

而二个 函数F
,

H 的 P oi 朋。n 括弧为

劲
a
�

口不Lq一d口

一

艺
.二、

口
�

a日万一角日口
{F

,

H }二田 ( 公二
,

公, ) 二 公二F 二军( (1
.

3 )

一个函数集{F ‘}泛I } (I 是一 个任意的指标集) 如果满足 {F , ,

F 。} = 。
,

V j
,
几〔I ,

则被称为

,

钱伟长推荐
.
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是对合的函数集
.

定义 1 ‘
心 , 6 ’ 对定义在流形尸= D 上的H a m il七o n 系统 (1

.

1)
,

如果存在N 个运动积分 F
, ,

F
: ,

⋯
,

F 万在尸上满足

( i ) {H
,

F ‘}== o , i二 1 , 2 ,

⋯
,

N ,

(11 ) {F , ,

F 。}= o
,

j
,

k二 1 , 2 ,

⋯
,

N ;

(i 11 ) N个 1一形式d F
, ,

d F
Z ,

⋯
,

d F , 线性无关
;

则被称为是L IO u v in e可积的
.

利用L a x 的等谱技巧
,

可以推演出一大类L io u vi n e 可积的经典系统
t 7 , 8 ’,

包括著名的

周期 T o d a 格和 Cal o g e r o 一M o s e r N 体系统
.

最近
,

曹策问提出了 L a x 系统的非线化思

想 〔。’,

在此基础上发展起来的非线化方法也可生成许多经典 L io u vi H e 可积系 统
〔‘。, ’‘’ ; 屠

规彰发现了无限维可积H a m il七o n 系统所相应的驻定方程可以变换成一个有限维的 L io u v i
-

ll e可积系统
〔‘“’.

本文我们按文〔1 3 〕中的方法产生了一族 L to u vi n e 可积的有限维 H a m il
-

七o n 系统
。

设A = di a g (。
, , a : ,

⋯
,

aN )
,

其中
a , , a : ,

⋯
,

助是N 个两两不同的实常数
,

<
· , ·

>表示R N

的标准内积
.

我们考虑具有如下H a m il 七。n 函数H 的H a m ilt o n 系统 (1
.

1 )
:

H 一借
一

<,
,

, >+

;
<A 4。, 。>+

晋, (<。
, 。>

,

<, 。
, q >

,

<,
Z q , 。>

,

<, 。。, 。> )

这里j= t( , 。 , y : , 夕: , 夕。)是一个 , 。 , , : , 夕: , g 。

的四元待定多项式
.

此时 1一 1) 成为

(1
.

4

,
。

一(
A一+

鑫箭
A ‘g

)
, 。:

一 ,

(1
.

5 )

a f
二
布

‘咬“
, “夕

, <A g , a)
,

(A
“q , a >

,

(A “q , q >、 ‘i二 0 , 1 , 2 , 3 、aj
一

鲡中其

十

、/\/
qq勺争AA/、/、

令 。 1 ~万“ 十‘
= 万

.

钾
公 + ] =

1
, J _ 二 ,

_

牙夭丑
”
”

‘

p , p 夕 戈坑少 一 1 ) (1
.

6 )

玄
,

j互 0

(注意当。= 一 1时 ; 上式 中第一项的和式无意义
,

这里我们假定B
。
= <P

,

P>/ 2 )

设m ) o ,

(力
, q )满足H a m il七o n 系统 ( 1

.

5 )
.

我们按文〔13 〕中时途径考虑 B 。 + ;

关于时间变量

t的演化规律
,

即适当选取 f
,

我{fl 希望能得到与B . 十 ,
演化规律一致的另一函数一 C。

+ 1 ,

这

样就可得出系统(1
.

5) 的运动积分刀
. 十 ;

+ C 。 + ; .

依次选取

af
a厉‘ 一 久g , q Z (1

二

7 a )

器
一

李
“,

。
“一 <Aa,

“>
(1

.

7 b )

1

== 一 下 又q
‘

3
,

,

q 户
一

十
一。 又q , q 夕又乃q , q户一长月

一

q
,

q 户
乙

(1
.

7 e )
af一agl

3一2
+

a f s
,

5 全
一
= 不只又q

o y o 1 0

3
,

q 夕
-

一 下 义q
,

q 户
‘

3
, J

久丑q , q 户十丁又月 q , q 夕
任

(q , g ><A
“g , 口)

一(A sg , q ) (1
.

7 d )
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则d B 。十 ,

/ dt 的确是 另一函数关于时 间t的全导数
,

即 d B , 、 ,

/ dt = 一 d C。
+ l

/ dt
,

这里 {C . }篇
一 :

是按下式定义的

C 。 十 l
= 乙 j

‘<A “ + 5 一‘a , q >
,

。》一 1 (]
.

s a )

其中

f
。
= f

。

动二 1/ 2 ,

f
; = f

: (q) = 一< q , q >/ 4

f
Z
二 f

: 了动 = <q
,

q> 军8 一 <A q , q > / 4

f
3
二 f

3 q )

f
‘

二 f
‘
(a )

一
1

龙
<。

, 。

)a+ 扣
, 。><“。

, 。
卜会八

, 。>

一

鑫
<。

, 。>
4 一

几
<。

, 。)
2

<A 。
, 。> +

音
<, 。 , 。>

2
(1

.

s b )

1
、 J 。 、

1
月 *

十
J

又q , q 分反月
一

q , q户一 喃
一

吸人
一

q , g 尸
任 任

特别地
,

~ 1
, 、 二

1
、 , , J 、 .

3
、 , J 、 , .

3
,

七 。= ‘ 石叉q , q Z
“

一
,

< q
, q户

一

又月q , q Z 十
。 又q , q 尸义月q , q 尸

一

卞
。 又q , q Z

一

夭刁
一
g , g /

O ‘ 任 0 0

I
J 、 J 。 、

1
, 、 J 。 、 .

1
, J ‘

石 反月q , q户又丑
“

q , g 户一
。 长q , q户义人

一

q , q 户十
。 又月

一

q , q Z
乙 ‘ 白

当 (1
.

4 )的H a m ilt o n 函数H = B
。

+ C
。

时
,

我们有

1
、

J L夕。一 夕一 夕么 , y s ) =
, 。夕。

l U

一葱 , ‘g
;

+
3

, .

3

互夕
。夕夏十 4 9 ‘, ,

一 , 。g “一 g ‘, “ (1
.

9 )

此时了满足 (1
.

7 )
,

于是上面的推导表明了下列结果
:

命题 1 当f由(1
.

9 )确定时
,

{B . + C . }豁
。

是系统 (]. 5) 的一串运动积分
.

#

在第二节中我们将证明当f由(1
.

9) 确定时
,

系统 (1
.

5) 是L io u vi lle 可积的
.

附注 1 H a m il to n系统 (1
.

5 )在理论上即是具有势函数

I
J 、

.

1
, , ,

U = 0 又遨
.
q

,

q 户十
一
万 J L又q

,

q 户
,

又人 q
,

q 入 久六
‘

g
,

q Z
,

久入
。
q

, q 夕)
山 自

的N 个自由度q , ,

q : ,

⋯
,

q , 的保守经典系统吼
. 二 一口U / aq

,

但其真实的物理模型怎样还尚未确知
.

二
、

一个可积的H a m ilto n 系统族

我们设

h。 = B 。+ C 。 , m > 0 LZ
.

i )

这里B . ,

c 。分别由
、]. 6)

,

(1
.

8 )确定
.

显然 {h。 }:
一 。

是 p
, 。的多元多项式族

一
个重要的

事实由下面定理 1给出
,

为此先证一个引理
‘

引理 1 设

D 。 = 乙 (<A ‘。 , 。>A J夕一<A ‘夕
, 。>A j。)

,

, 》 0

‘+ j= 份

(2
.

2 )

‘
,

j〕0
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则我们有

( i ) <D 。 , g )二 o
,

m 李 0

无一 1

<D 。 ,

A
“

必 二乙 (<A ‘q ,

必 <A ‘ + 无 一 ‘
p

,

砂 一 <A ‘p
, q ><A “ + “一 ‘q , q >

‘. 0

k > 1
,

川》 0

<D 。 ,

A
” + ‘

q> 一 <D
。 ,

月很
+ ‘q ) = o ,

<D 。 ,
A

” + 希十 ’q ) 一 <D
。 ,

A ‘ + ““ q >

m , n > 0

二乙
;
、

<A “ + ‘夕
, q >(A

” + 奋 一

“‘q , 。)一 <A “ + ‘q , 。><A
” 十 “ 一‘十 ‘夕

, g )
、

感. 1

k > l , m , , 》 o

( i ) 显然有<D . , q > = o , m > 0 ,

设k》 1
,

m 》 0
.

(D . ,
A 今g >= 乙 (<A ‘q , q >(A , + ‘夕

, 。> 一(A ‘夕
, g )<A , 十 “q , q > )

‘中j= 川
‘

,

j互0

= 乙 (<川q ,

a> <刃 Jp
,

必 一 <才 p
,

砂<且了q ,

砂 )

f+ j= 沉 + k

f
.

1互0

正一 1

一 乞 ((A “ ‘ “一‘g , 。><A
‘
夕

, 。) 一 <A “今 介一 ‘夕
, 。) <A ‘口 , 。))

‘一 0

k _ l

= E (<A ‘。 , g ><A . 小“一 ‘夕
, 。)一 <A ‘户, g )<通‘

+ 七一‘q , q ))
‘一0

(11) 设m > 0 , n > 0
.

<D 。 ,
A

ft + ‘q ) 一 (D
, ,

A “ + ‘g >

= 艺 (<A ‘口, q ) (A
, +

川夕
, q > 一 (刁 ‘夕

, 。>(姓
” ‘ , + ‘q , g ))

‘+ j= 川
‘

,

j尧 0

一 乙 (<A ‘q , q ><A , ‘

川夕
, a)一 (A ‘夕

, 。><A “ 十 J‘ ’q , q >)
‘+ j= ”

f
,

j互。

名 (A
‘口 , 口><A

” +

川夕
, q ) +

i + J= 附
i

,

j全O

乙 <A ‘夕
, 口) <姓“

+ 了+ ‘口 , q )

‘+ j= n

J‘叮....龟
.

一一

i
,

j全0

<A ‘夕
, 。) <A

”

小
’g , 口> + 乙 <A ‘口 , 。)<A “

了‘ ’夕
, 口>

沉
‘

,

了互0

. 十 J= ”

感
,

j互o

乙+]=

..... ..J龟、
.

一

= 乙 <才q, 价<州P, 妙 一 艺 <A ‘P
, 口><A , q , g >= o

‘+ j, 份 + ” + l

‘
,

j聋0
‘+ j= 用 + ”+ l

蓄
,

了互0
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再设 k》了
,

m , n 》 0
.

长D 二 ,

A
’ 十抢十 ’g )一 (D

。 ,

A “ +
“

’g >

二 E (<A ‘q , g )<A
” + “‘

川夕
, g >一 <A ‘夕

, 。><姓
” + “十 , + ’。 , 。> )

f+ 少= 优

i
,

j互 0

乙 (<A ‘q
,

。><A , 十 无+ 了+ ‘户
, 。> 一 (A ‘户

, q ><A , 十 含‘了十 ’q , 、>)
万+ J之”

f
.

1全 0

乙 <A
‘q , q > <A

” 斗 “十 了十 ‘夕
, a> + 乙 (月 ‘户

, 、> <A “
’ + ’+ ‘叮, 、>

十 J= 爪
f

,

j〕O

i + j=
”

f
,

j全 o

‘夕.口...龟冤
.

一一

艺
十j= 川

<A ‘夕
, 。> <A

” 于 抢十 了十 ’。 , g >+ 乙 <A ‘g , g ><A , 千七 + J + ‘
夕

, 口)

f
,

J全o

f+ j“ n

i
,

j李 0

汀才.甘...扭、

一

k

= 一 艺 (A “ + ‘。 , g > <A
” + “一 ‘干 ‘夕 , 。> + 兄 (A “ 牛 ‘户

, 。)(A
“ 小毋一 ‘争 ’。, g > #

‘一 l 咨一 1

定理 1 多项式函数族{毓 二h袱P
, q )嵘

. 。

是一个对合系
,

即

{h。
,

h
。

}= 。 (公六
。 ,

公八。)二<
口h .

会
、

卜 <

禽
,

禽
一

>一 O
’

邢 , n
) 0

证明 由上节末命题 1知 {h。
,

m , n > 0
.

ag
’

h
。

}二d h。 / d t二 o
,

。> 0
.

下面着手证明魂h
. 十 ; ,

h
. 十 : }二 o ,

因为 B 。二 (] / 4 )F 。 (2
, o , o )

, m 》o ,

; 注意对任意三个实常数
a ,

b
, 。 ,

由下式确定的函数系{F 。(a
,
6

, 。) }言
. 。

都是对合系
,

见〔扭〕)

F
。
(a ,

b
, e )二 a < p

,
p > + Zb <p

, g > + e <q
, q )

F
”:

(a ,

b
, e )二 a <A “P

,
P> + Zb<A 价P

, g ) + e <A 饥 g , g >

、
护

\
廿

qq协勺AA/\/\

十 乙
i + j, m 一 1

i
,

j兰 0

{ <A
‘P

,
P>

!

⋯<姓
‘。 ,

夕>
优 > 1

所以 {B 。 }篇
. 。

是对合系
.

别C 。 }淞
。

都只是 q的函数
,

故显然对合
.

因而只须证明

aB
。 十 -

>二 0
,

aP

B 。一 C一 } + ‘C。一 B一 ,
一

<’
会

1 ,

@续井 > + <

野
土‘ ,

0 9 口甘

琳
, n
> 0

设阴》。
, n ) 。

,

从 (1
.

6) 和 (
一

1
.

8) 不 难得到

1-2

一一

aB 。 十 1

aP
兄 (<A ‘q

,

砂A争 一 <A
‘
p

, q >A ‘q )十A “ + ‘
p

f+ j= 用
‘

,

j妻 0

aC 。 十 :

口q

= D 。 / 2 + A 仇 十 ‘
P

= E g ‘。A
‘q + 2 习 f

‘A “ ‘ ’一 ‘、

娜一 0 落. 0
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这里D , 和了
‘
分别由(2

.

2 )和 (1一 sb) 确定
,

而功 。
由下列各式确定

I
J _

. 月 、 .

1
、 J ~

L 。 、 .

/ 3
、 , ,

1
, J 、

、
‘ _ ,

g 。。 = 一 。 又丑
‘” ’ 一

q , g 户十
。 久q , g 户夭人

‘’. 1 “

q , g 夕十 气一
。 夭q , q 户

一

十
n 又人q , q分 刀又月

‘” 了 一

q , q 户
乙 ‘ 、 O ‘ ,

.

1 1
, 、 ,

3
, 、 , J 、 .

I
J 。 、

\
, J ~ 、 ,

十 t
月

又q , q 户
-

一
月

义q , q 户又丑 q , q 户十
。 又直

一

q 月户 】吸月
‘” 1 ‘

q , q户
、 任 任 乙 /

/ 3
、 , .

1
, J 、

、
, J ~

, ,

、一
。 吸g , q户

一

十万反丑q , q户 抓月
‘’

T ‘

q , q 户
、 6 ‘ ,

+
、少z

qq,
十抓A了

、
、
/

qq,
了、

1一2+
、、/

qq’
+价A/\

1
9 1二 = 一 石

‘

g : 。 = 一 (A 价 + “q , g >/ 2 + (i / 2 、(a , g )(A “十’g , g )

夕5 . = 一 (A 爪 + ‘g
,

Q>/ 2

由此利用引理 1经过直接计算可得

产煞
,

呢, > 一 <
绝

生1

。尸 。甘 L, 甘

日B
二 十 a

一鲁<D
。

一憋
生1

> 一鲁<D
。 ,

‘ LI 甘 乙

> + <A 饥 + ‘
P

,
口C

, 十 、

日q 口q

> 一
,

·

lP,
今

协

PC一aa
一

= O

所以定理结论为真
.

#

注意V a n d e r m o n d e行列式厂(。
, , a Z ,

⋯
, a 二)非零

,

这样当夕”夕
。

(夕
。

为R N
的任意非零矢

量)
, q ”。时

,

N X N 阶矩阵 (。h0 /a P
, a h

,

/a P
,

⋯
, a h。

:
/ 。P) 的行列式也非零

,

从而一定

存在一个开区域口g R
Z N ,

便在此开区域口的每一点
,

N 个卜形式 d h
。 ,

d h
, ,

⋯
,

d hN _ ;

都线性

无关
,

即h
。 ,

h
; ,

⋯
,
hH _ ;

在月上独立
.

于是从定理 1立即可以得出下列结论
:

定理2 定义在开区域口上的有限维H a m il切 n 系统族

p
‘
== 一 ah

,

/ aq
, q :

二日h
,

/ 口p
, n

》0 (2
.

3 )

具有一 串公共的多项式对合运动积分 {h。 }篇
一 。 ,

其中h
。 ,

h
, ,

⋯
,
h二

_ :

独立
,

因而H a m ilto n 系

统族 (2
.

3 )全是L io u v ille 可积的
.

#

推论 1 当f 由(1
.

9 )确定时
,

定义在开区域口上的H a m ilt o n 系统 (1
.

5 )是 L io u v ille可

积的
.

证明 此时系统( 1
.

5) 即是系统族 (2
,

称 的第一个方程组
,

故推论结论成立
.

#

推论 z 有限维H a m ilto n 系统族 (2
.

3 )的H am ilto n 相流彼此可交换
.

证明 由于两个H a m il t o n 相流可交换当且仅 当相应的H a m il to n 向量场可交换“’,

故

从

〔公人.
, 公人

。

〕二 一积人, ,

人
,

}及义h . ,

h
。

} = O
,

川 , ” ) 0

可知结论为真

二
#

三
、

运动积分的生成元

设 无G
。

}象
:
为共焦对合系“ ”’,

即

万

G * = 乙
j二 l

i斗k

(P o g , 一P, g , )
“

Q 论
一 口j

(k二 z ,
2

,

⋯
,

N ) (3
.

1 )
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而 {E }盖
,

为

~ 1 ~

乙 无= 几
~

行舌 十
4
合

, : +

鑫
“(g )·扩

‘。‘
, (“一‘

, 2 ,

一N )

(3
.

2 )

这里f
, 。动 是由 又1

.

8 b )定义的
.

考虑一个定义在 R 万 X R 万
上的双线性函数

Q
:

(舀
, 叮) = < (二I二 一A )

一 ‘

睿
, 冲>

这里I二是N 阶单位阵
,

睿= (占
; ,

占:
,

⋯
,

占二 )
了 , 刀== (冲, , 冲: ,

⋯
, 冲二) , .

显然 当 !
z }> m a x (la : l

,

}a小 ⋯
,

!a , })时我们有

Q
:

(睿
, 勺)二乙 (z 一 a , )

一 ’占, 刀, = E
: 一饥一 ‘<A m 雪

, 。) (3
.

3 )

而且已经知道 义G , }条
;

的生成函数为 (见〔15 〕)

,

IJ
qq(P(qQQ

G
*

之一 a k

一 d e ‘

l
Q

:
(P

,
P )

Q
:
(q ,

P)
(3

.

4、

定理 3 设 {h。 }需
. 。 ,

{E 。}梦
一 :

分别按 (2
.

1 )
,

(3
.

2 )定义
,

则

h m = 乙衅E , ,

协> 0 (3
.

5 )

因而 {E 。}仪
1

是 {h 。 }军
一 。

的生成元
,

由(3
.

5) 还可推知生成元系 笼E
。

片
一 :

也是一个开区域口上

独立的对合系
.

证明 利用 (3
.

4) 容易得 到{E , }平
一 、

的生成函数

qq(P,(q,认Qz
、产、、J

P PPq
了‘、了‘、

名名QQ
f
卫l

土L

ed
11
才

4E 。

Z 一 a 七

1
十 云

乙

Q
: ‘户

,
夕) + 乙 f

‘(、)Q
:

(A 4 一 ‘q , q )

把 (3
.

, 代入上式 {E 。}仁
,

的生成 函数并注意 {h。 }篇
一 。

的形式我们有

E *

之 一 a 无

O ,
,

~ 可 , , 一 “ 一 1石
月

‘曰 ~
’

1n

仍 . 0

(3
.

6 )

另外
,

展开 (二 一 a *、
一 ‘

为f
‘的幂级数

,

我们可得

E
k

尸
-

竺主

厂贯 Z 一 a 正
J百 ~ 孟

二 一 “ 一 ’

E 衅E 。 (3
.

7 )

考虑 到之在开区域 { :
} }

2
1> m a x ( !

a ;

1

式就能得 到(3
.

5 、
.

再 由 (3
.

5少可推得

全, 1

,

I
a

小 ⋯
,

!
a 二

I
、

}内的任意性
,

比较 (3
.

6 )
、

(3
.

7 )两

h0从⋯

a
梦
” ‘ a

扩
’ h万

_ z

l
J

�
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。
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.
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基于此式从协
。 }鬃二}在口上的对合性和独立性即可得 出{万

、

}平
一 ,

在日上的对合性和独立性
.

于

是定理结论为真
.

#

如果中二甲(舀:
,

占
2 ,

⋯
,

雪
,

)和劝= 势(睿
, ,

有
: ,
一

,

舀
,

)连续可微
,

那么

{F
。 ,

F 户即哈匆膝{切(F
, ,
⋯

,
F

,

)
,

沪(F
, ,
一

,
F

:

)}二 乙
k , J 二 1

因而对合系的任意一组函数仍是对合系
,

由此从定理 3我们立即得到下列定理
.

定理 4 设卿 R N 、R 连续可微
,

则由H 二抓E
, ,

E
Z ,
⋯

,
E 衬作为H a m i计 o n 函数生成的

在开区域日上定义的有限维H a m il七o n 系统 (]. 功是一个 L io u vi lle 可积系统
,

_

巨具有独立

的对合多项式运动积分通E
。

}犷
。 1 .

#

由此定理我们再一次可得H a m ilto n 系统族 (2
.

3) 都是 L io u vi lle 可积的
,

且具有独立

和对合的公共运动积分 {E
,

}犷
一 , .

然而我们还不确知系统族 (2
.

:3) 的 L a x 对以 及作用角变量

等
,

这有待于进一步研究
.

# #
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