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摘 要

本文提出一种时间模态假设
,

由此导出描述圆柱正交各向异性薄扁球壳和锥壳非线性轴 对称

自由振动的非线性藕合的代数和微分特征值方程组
.

我们求出了该方程组的近似解析解
,

并获得壳

体振动的幅频响应关系的渐近展开式
.

文中还讨论了壳体的几何及材料参量对其振动性态的影响
.

关健词 几何非线性 振动 正交各向异性 扁球壳 扁锥壳

一
、

引 言

在机械和宇航工程中广泛使用旋转扁壳这类构件
.

由于扁壳常常处在动态激励的工作环

境中
,

因而对它的振动响应的研究十分重要
,

也一直引人注目
.

对于扁球壳的线性 (即小振

幅 ) 振动分析
,

R ei ss n e r 曾给出完美的精确解
厂’, “’.

然而旋转扁壳的非线性 (即大振幅 )

振动一直是个难度很大而又具有很大研究价值的问题
.

许多学者曾使用 各种方法研究过该问

题
.

E v e n se n 等
t“’
研究扁 薄球壳的非线性振动

,

他们将解作广义F o u ri er 展开
,

空间函数

取B es o el 正交函数族
.

将该解代入 r a刑 p K o H 方程
,

从而导出时间函数的控制方 程
,

然后

求解此方程
.

S in g h 等
〔‘’用F a 二e p : 。H方法求解扁球壳的轴对称自由振动

,

并计及剪切变形

的影响
.

R a m ac h a n d r a扮
5 ’
首先用 B er g er 方法

‘6 ’
讨论扁球壳的大振幅自由振动

,

以后又

用 F a JI e p K o H
方法研究具有集中质量的扁球壳的非线性振动

〔”
.

B u c c 。 等
〔“’
发 现

,

应用

B e r g e r 方法研究扁球壳的线性振动时
,

会导出错误结果
,

所以该方法不宜用于壳体振动分

析
,

因而文〔5 了的结果不对
.

另外
,

Y a s u d a 等
〔“,
将间题的解按扁球壳 线性振动的本征函数

族展开
,

研究 了扁球壳的 非线性强迫振动
.

他们还计及阻尼因素
,

并进行了 实 验 研 究
.

最

近
,

D u m ir 〔‘。’又应用传统的 F a 二。p 二。 H 方法研究了正交各向异性开顶扁薄球壳和锥壳的非

线性轴对称自由振动
.

我们注意到
,

文叶、 5
,

7
,

9 ,

功J所求出的解一层不变地基于空间模态的假设
,

并利用

r a二 。p 正。
H
方法导出时间模态的控制方程

,

再用摄动法
、

谐波平衡法 (h ar m o ni c b al a n ce )

或数值积分法求解此方程
,

获得壳体振动的幅频特性关系
.

长期以来
,

这种求解格式似乎没

.

国家自然科学基金资助的课题
.
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有新的发展
.

Si n h a r a y 等〔“ ’改进了B e r g e r 方法
,

他们基于一些经验性的假设
,

导出了扁

壳的能量的修正表达式
,

仍然使用空间模态的假设和 F a JI ‘p K 。。
方法

,

推导出非祸合的非线

性方程组
,

从而使得分析简化
.

由于 该方法造成 祸合的物理现象与非藕合的数学表达的非一

致性
,

它不适用于非线性祸合较强的情形
.

本文突破了以往的分析方法限制
,

提出一种求解扁壳非 线 性 振 动 的 v o n K ar m a n -

D o n n el l型方程组的新方法
,

为层合扁壳的非线性振动研究提供了新的解析分析工具
.

在本

文中
,

我们具体研究 了由纤维增强性 (f ib re
一
re in f o r c e d) 复合材料制成的圆柱型正交各向

异性薄扁球壳和薄扁锥壳的非线性轴对称 自由振动
,

求出了该问题全新的解析解
.

本文提出

的解析法基于时间模态的假设和 变分方法
:

我们将壳体的挠度和应力函数设为时间和空间函

数可分离的形式
,

时间函数取为谐函数
,

空间函数完全未知
.

所假定的振动模态包含两个未

知的内察量
,

即振频 (描述时间享性) 和一个表征象壳这类具有不对称刚度特性的非线性振

子的
“

漂移
”

(d
r if 七

,

描述空间察性 )〔
’“,的小量

.

这两个量均与壳的几何参量
、

材料参量及几

何形状
、

边界约束和振幅有关
.

将假定的模态函数代入本问题的变分方程
,

经积分导出空间

模态的控制方程和求解
“

漂移
”

的代数方程
.

结合各种边界条件
,

应用修正迭 代 法
〔’3~

‘”’
求

出空间模态的渐近表达式
,

并导出壳体振动振幅与振频关系的解析表达式
.

我们 针对四种边界条件给出数值结果
,

并讨论了壳体的几何参量
、

材料参量以及边界约

束对其非线性振动的影响
.

本文的解法可推广于开顶旋转扁壳的非线性振动研究之中
.

二
、

非线性特征值问题的建立

本问题的 v o n K ar m a n 一D o n n el l型控制方程已由文〔1。〕给出
.

为建立本 问题的相应

的特征值方程
,

我们给出平衡方程的变分形式
,

它可由H a m il 切n 原理导出为

!::J:{ 。
: (切

·

卜圣会巨(a豁
+ ·

犷一 )〕
+ : ””

犷}6zD 、
rd ‘一 。

(2
.

1)

本问题的协调方程是
关 〔‘“’

, , (,
,
)+ 全

E 。

‘ 丫(丫
一

+ 25

了一
‘

)
一。

(2
.

2 )

其中夕奎和了曹是关于径向坐标
r 的偏微分算子

,

我们列举如下

a4 (⋯ )
.

2

= 一‘
-

f 一 十
O r

一

r

a 3 (⋯ ) 刀 a么(⋯ )
.

刀 日(⋯ )
一 一5 下瓦一一
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玉
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‘ 了一 十 飞

-

一仄一
二

。r
一

r 一 口r 一 r 一 O r

口尸
一

r

⋯) = r

乙
f⋯、

.
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。

二
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o r 一 a r
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了、夕

方程(2
.

1) 及 (2
.

2 )中所有符号意义与文仁1 0〕一致
: t 是时间变量

, a
是扁壳底圆半径

,

h为壳

厚
,

H
关
为壳的矢高

, y是壳材料密度
, 田关

是壳的挠度
,

尹是应力函数
,

刀是 各向异性参量
,

D 为抗弯刚度
.

并有下述关系成立

N
,

=
~ -

些兰 万
,

= 旦必兰
_

口r
’

。 E
。 , 。

一
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一
。七 = 生

一

,
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h
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1 2 (刀一
v
言)

份

文【10] 中的方程有印刷错误
.
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E
, ,

E 。
是径向和环向弹性模量

, , , ,

物是径向和环向泊松比
,

N
, ,

N 。是径向和环向薄膜力
.

指标
s
取值为 1或2

,

前者对应扁锥壳方程
,

后者对应于扁球壳方程
.

壳体在外边界受到约束
,

边界条件是

当 : 二 。
,

川关有限
,

a功苦闰
: = o ,

势关 = o

1im r
a 3田苦

日r 3

1 护功关

r 口r Z

刀口。 苦了才..、.

护 - 》 O

当 r 二 a ,

功爷 =
口2切芳

日r Z

几 口田关

r ar

r Z 日r

a势肠
二二二 U

.
八

d r

梦

一 势介 = O
r

最后 两个中心条件保 证对刀) 1这种材料
,

壳体中心不 出现应力 奇异
.

对于刀< 1的材料
,

壳体

中心应力是奇异的
.

对应于 几和 , 的不 同取值的组合
,

形成 四种边界条件
:

( 1 ) 元二 v = 均
,

对应于铰支边界
;

= v。 , , = co
,

对应于简支边界
;

v = co
,

可滑移 夹紧固定边界
;

oo
, v = , 。,

不 可滑移夹紧固定边界
.

一一一一

‘

凡
,

人9自nj
口

才.、了刃.、了碑胜、

括号内序号对应不 同的边界条件
.

引入下列无量纲量

w 关 a
.

山 一 h
’ 尹一D 甲 ’

r

X 二二二
_

_ _

a
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一

忌
‘

卜
“一
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阴一砂

则方程 (2
.

1) 和 (2
.

2 )及相应边界条件化为

{::{:{寨
+ 了

1
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粼
,
(粱
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。

(2
.

3 a )
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(势) + 6 (刀一
v
J)

+ 2 :。 x 一 ’

)
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(2
.

3 b )

以及

当二一。
,

田 有限
,

黑 (
二 a 3田

日x a

口2切

ax Z 梦摆)
一“

,

‘一 。

知
一

叙慨
.

/卜、往一Xn
��d一�口一一

当 二一 1
,

? 一。
,

容
+ “

一

会一
。,

豁一
, 一“

这里了
;和了

:
是与了士及了曹相对应的无量纲偏微分算子

,

2一X
+

一 、

少 (⋯
了

:

( ⋯少“ 城 l

口 X
~

脚.:.) 一可
a
鸳Q+ 代

d X
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刃
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气⋯ )
0 工 满

(X
z口

了
:

(⋯ ) 二 x

我们设 (2
.

3 a
,

b) 的解是如下的时间与空间可分离的形式

田 (二
, r ) == 万 ( 二 ) (占+ e o s。 : )

,

砂(二
, ‘

) ~ N (x ) (省+ c o s 。‘) + T (‘) (省+ c o 。。 ; )
“

这里的君是一个未知量
,

它表征象壳这类具有拉压 刚度不对称的非线性振子 的
“

漂移
”

(d ri ft )

的大小“句
.

。是壳的无 量纲振频
.

占和。均是壳的内察量
,

与壳的几何参量 (s
,

H )
、

材料参
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量 渭
,

粉)及边界条件
、

振动幅度有关
.

研(劝 和N (劝
,

T (劝均是未知的空间函数
.

将上述振动模式表达式代入 (2
.

3a )
,

并在一个振动周期〔0
, 2二 / 。」内积分可得

(l r
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.‘

中其

丝dxL ,

(⋯卜于兵一
d

d 了 x

一公
, 。

由于乙不和鸳是任意的变量
,

上面 的方程可化为

。“ , , r

l d !
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_
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,
_ _ ,

_
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再将振动模式表达式代入 (2
.

3 b) 及相应边界条件可得到
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(戈游N ) 二 1 2o H (
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言一刀)二
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这里L :
是另一微个分算子

_ d
_ , _ _ , 、

d
‘ 2 护二少= “

’

“

而
‘

、“”
‘ ’

d 工 气
’ ‘ ’

而边界条件化为

当x 二 O
,

附 = W
O , d 附

d x
= O

,

{卿
/ d

“

研
.

d
“

班
气戈由

3
十

一

d 二
“
一
刀 d 研 、
戈 d % ,

~ 0 ,

N 二 O
,

T ~ 0

(2
.

sa、e )

当 x 二 1
,
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, d

Z

砰
d x Z

十 * d竺一 。
,

妙 一 , N 一。
.

口 J a X
呵T 一 , T 二。

a X
(2

.

g a、 d )

其中

W
。

= 班 (二) }
: 一 。

与壳体的正振幅 (in w a r d a m p li七u d e )附太及负振幅

是

研哀二W
。

(雪+ 1 )
,

附二二W
。

(占一 1 )

利用 (2
.

5 )和 (2
.

9 )
,

在 (2
.

6 a 、 d )中作分部积分
,

(o u 七w a r d a m p li七u d e
)研不的关系

(2
.

1 0 a ,

b )

最后导出
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1
.
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T

(
一

贯)
“
d X

这样
,

我们建立了描述 圆柱正交各向异性旋转扁壳稳态轴对称大振幅振动的特征值方程

组 (2
.

4 )
、

( 2
.

5 ) 和 (2
.

7 a ,

b ) 以及相应边界条件 (2
.

8 )
、

(2
.

9 )
.

三
、

解 析 解

我们用修正迭代法求解上述方程组
.

对于几何参量较小的情形 (H < 3 )
,

我们在一 阶迭

代中略去方程 (2
.

4 )中含万的项及其它非线性项
,

并置占= o
,

这样我们有
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,
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其中屿是振频初值
,

各量下标表示 迭代阶数
,

相应 边界条件是
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V N I 一“

,

d T
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I

d 劣

方程 (3
.

la )显然是圆板的振动方程
,

这意味我们 迭代的初始解取平板解
,

这对于几何参量H
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较小的情形是可行的
,

而且这样可以同时获得扁球壳和扁锥壳的解析 的迭代解
.

对于大几何

参量 (H > 3 )的情形
,

则第一阶迭代时方程 (2
.

劝中含H 的线性项要保留
,

即我们的初始解应

取壳线振动的精确解而非平板解
.

这种 迭代法我们称为改进的修正迭代法
。

应用这种方法时

只能分别求解扁球壳和扁锥壳的振动方程
,

因为初始解不能用统一的形式写出
,

由改进的修

正迭代法
,

我们应 有

L
,

(附
1

卜
。 :、

,
一

令
·
H
么

(戈一N
,

)

另外两个方程与 (二 l b
,

c) 一致
.

其中。
: 是壳体的线振频 (。

: 笋。
。

)
.

在本文中我们具 休给出

求解 (3
.

la 、c) 及以后的二阶迭代解 的过程
.

改进的修正迭代解仅给出数值结 果
.

方程 (3
.

la )的精确解是

、
l
一w

。

(云
, 、

1 )X 毛J + 。,

云
; 、

五) X 今,

一 (3
.

3 a )

其中拌
;

是待定系 数
,

A 乡
, ’和 B梦

’由下述递公式求出
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‘’= B ;
‘’二

A ;坑二
勿

( 4 j+ 4 ) ( 4 j+ 2 ) (4 j

2

沐、+ 、) (4 j干

癫
、 A 乡

‘’

。老
一 ( 4 1+ 5 + m ) ( 4 j+ 3 + m )盯+开细开灯干叮 玛

解 ( 3
.

3 a) 自动满足 (3
.

2a 一 c)
,

将它代入另两个边界条件 ( 3
.

2f
,

g ) 可得

乙 A乡
‘, + 科 ;

E B二
‘’= 0

J 一 0 J . 0

E 4 j(4 j一 1 + 几) A ;
‘’+ 召:

乙 (4 j+ 1 + m ) (4 j+ 。 + 几) B乡
‘’= o

这两个方程可化为

公
。;

! ) 。: , 一 。
,

。 l
一

}云
、;

1 ) 。; ,

{ {髯
。;

1 ) 。 ;
,

J ’ 0 、, . “ I
一

、
J 一 U

仁3
.

4 a , b )

在导出 ( 3
.

4 a ,

b) 中应用了式 ( 3
.

3 b一 d )
.

我们在这里不给 出 彭
‘, ,

衫
‘, 及 , 尸的表达式

,

它们 是与。
,

几有关的系数
.

由 ( 3
.

4a ) 先求出叭
,

代入 ( 3
.

4 b ) 求出户
; ,

再将 。。

的 值代入

( 3
.

3 b一d ) 定 出 A乡
‘’及 B尸的值

,

从而完全定出研
, .

设

C ;
‘’== 4 ( j+ 1 ) A 乡坑

,

D 乡
‘’= ( 4 j+ 1 + 二 ) 拼

I
B歹

, ’
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j

E ;
‘, 二 乙 C ;

‘’ C)坟
,

川
‘’二 2乙 侧

”

侧巩
苦. D 落, D

j

G 乡
‘’二乙 D )

‘’D乡些
‘ ,

j

万犷
’二乙 A {

” A乡甘
‘

‘吕 0 书= 0

I乡
‘, 二 2户 ,

乙 A ;
‘、
B 乡甘

‘ ,

二川 乙 川
‘’B乡比

这
‘

些表达式将用于以下的推导中
.

将解 (3
.

撇 ) 代入方程 (3
.

l b
,

侧
,

积 分该方程组可求 出

N
l
一 W

。

(
“一 +

薯
K ;

’)

一
3 ‘ ·

+

雳
L“

1’

一
‘ 。 ‘ ·

)

丁
1
一 W :

(B
x

”‘

+ 乙 M 份
‘’“ j + ’

+ 乙 N 乡
‘’二 ‘’“

‘ “ + 乙 p }
‘’x ‘J + 2 “ + ‘

j , 0 J 书 0

拐

其中各系数是

K 乡
‘’二

1 2(,
毒一刀)

s
H C 卢

‘’

(4 j+ 3 + ‘)“一 刀
’

“护
‘’一 !
岔淤票军

M 厂
‘’二

6 (v丢一刀)E 厂
, ’

N j
‘’二

一刀)F 沂
‘’

(4 j+ 7 )“一刀 (4 j+ 4 + m )2一口
Z

尸厂
, , =

6 (v 丢一 刀)G 挤
‘’

(4 j+ Zm + 1 )
“
一刀

A 和B 由边界条件定出为

A 一 (

一
, 一

!鑫
(‘, + 3 +

一
K ‘

1少+

鑫
“‘+ m +

一
, L ‘

B 一‘

一
,

一 ‘

[鑫
(‘,

+ 7 一 , )M 厂
, ’+ 艺 (4 j+ 4 + 。 一 v飞

·

N 厂
‘’

j怡 0

+
云(4 , + 2陇 + 卜

· 尸
, (1 )

}
J = O 一

现在
,

将解 (3
.

3 a ) 和 (3
.

5 a
,

b ) 代入 L2
.

l la ~ d )可求出a 。, a , ,
a : 和 a 3的近似表达

a 。

= W 君厅
。 ,

a : = ZW 言J
。 ,

a ,
= 3 W 言

a :
二 ZW 言

而:
+ ZW 老反

a 3
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反。一

粼
A E 厂

‘’

+
A F 沂

‘’

4j+ m + 7 4j+ Zm + 4
+

A G 厂
‘’

4j+ 3 m + 1

S
H B C 厂

‘’

4 j+ 优 + 习+ 3

+

s
H B D 沂

‘’

4 j+ Zm + s

C

+

( 1 )
夕 一 石)

+

艺 (K 扩
,

酬 : 几十
:
H M 蓄

4 j+ 10 + ;

E 〔K

+
口一 0

矛
”F二甘

‘ + L矛
, ’E 乡l-)

‘ + ;
H (N 矛

‘’C男
‘ + M l(

‘’D乡些
‘ )〕

4j+ m 十‘+ 7

+

名〔K 扩 G 乡线 + L矛
‘’F乡甘

: + ;
H (P犷

‘’C二U
。 + N 矛

‘’D 二U
‘ )」

4 j+ Zm + s + 4

E (侧
, ,

侧l--)‘ + :
H 尸尹

,

几。
‘
)

十
I 一 0

4 j+ 3优+ ‘+ 1 }

a l二
了一 0

4 j到晋
H 矛

, ,
.

。三I沂‘
’

一

I 孟一 十几 二
. 、五 巴. 一

一十
个 ‘ 怪J宁 J 卞哪

‘

哎翼二一 + 二
月

挤算澳旦共
4 J一 4 十 乙m 4 J十‘十挑 十 吞

s
H A D 厂

‘,

4j+ Zm + ‘

:
万 艺 尤奋

, , e乡些
‘

十 + 一
l 一 0

4 j+ 2‘+ 6

�..t.了..J

井
�

D

十

“
H 乙 L 犷

‘’D乡甘
‘

l ‘ 0

4 j+ Zm + 2 ‘
+

。H 乙 (L 尹)
吼份

‘ + K
刃一 0

4 j+ m + 2习+ 3

B E {1 )
; 一面 ~ 一

几
一

石
一

十
咨 ,

萨宁协十 了 4 J

B F 蛋l )
. ,

’ . ,

十
一

十 乙明十 4 4 ]粼认
十

气
il) 川马

+ 1 4

!
‘..
t

。艺j-0
一一

一a

了

乙 尸蓄
‘, 侧巩

十共
。,

4 J + 4 m + 2

J

艺 ( 尸奋
‘,

+ 一
。

-

E二些
‘ + N ;” F ;线 + M 蓄” G 二坑

4 j+ Ztn + 8

、..、户.IJ
.
、..泞

一

J

乙
十卜

二

旦

(N ; ” E ;城 + M 奋”F j认

4 j+ 拼 + 1 1

5) 就化为

J

E (P {
‘’

月认 十N 奋 ‘j隽
+ 夕二旦

4 j+ 3优 + 5

于是
,

方程 (2
.

W
。+

(
3 W :理二 + 2

逗
l

~

、
a o a o l

省+ Zw
。

省
2

+ Zw 云
一

性肚舀
3 = 。

a O
(3

.

6夕
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对于给定的W
。

由此方程解出雪的值
,

它将在下面 分析中用到
.

为了求出线振频。
: 和非线性振频。

N : 的近似值
,

我们近一步求解下述修正迭代方程

L l (牙
2 夕一

。寿:

万歹干1砂
:

了
、

一

卜。
X一 N

l
+ f (“, ,

(
·
H 二一

‘
T

l

+ N
l

货
1

)
+ 。(雪):

,

嘿
丈

」 (3
.

7 )

相应边界条件是

当x =

当x =

“
,

砰
2 一w

。,

嘿
2 一“

,

黔(
·

借
一

+
一

黔
一

夕贯
2

)
一。 (3

.

8
卜

。)

1
,

叭一。
,

黔
一

+ “ d 才
2

d x
(3

.

sd ~ e )

将解 (3
.

3a) 及 (3
.

sa
,

b) 代入 (3
.

7) 右端
,

考虑到边界条件 3

的解是

sa ~ e 后
,

可求出 叱3
.

7 )

附
2一w

。

(云
, ,

2 )二 4 , + 。:

艺
。 ,

2 )二4 ,

一)
J . U 丁. 0

+ W
。

{
“, X ‘j + ” + ’ + ’+ 兄 D

了‘ O

‘
2’/ ‘’‘ 2’“ +

石
“‘

2’X ‘’‘ 2 ’‘ ““

)

+ “ 若
(雳

尸
;
2 , x ‘, 十‘ + ‘+ ‘+ 兄 G 李

‘, 二4 , + a 十 ’ +

了一 0

乙 H {
2 , 二 4 , 十 2 , + ‘ + “

了. 口

+

雳
“

’)· ‘,
一

‘ ”
+

雳
‘,

2 )

一
)

E K 声
2 , 二 4 , 十 ‘ + “

+ 艺 L 夕
2 , 二 4 , 十 2 “ 斗 2 + E M 乒

2 , x ‘, + ‘z

夕. 0

+ E N 1
2 , 二 4 , + 2 , + .

+雳
p ,

“)· ‘二
‘。 ‘ 3

) (3
.

9 )

其中内是待定系数
,

系数A 1
2 , ,

B }
“, ,

⋯
,

尸}
名,均与式 (3

.

3 b ~ d )中所表达相 似
,

已 表示为

。对 : 的有限幂级数
,

这里不给出其具体表达式
.

将解(3
.

9) 代入边界条件 (3
.

sd
,

e)
,

再经过适当的变换后就可得到一个渐近关系式

哄
‘,

2少。跳 + H
Z

雳
· {

“, 。跳)
+ w

。

(
H

雳
“‘一认)

+ w ,
(雳

。,一筑)
一“ (3

.

10 )
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以 及

C丫 0 〕
一

、 〔灭 )

。: 一

(剐
尸
粉

H嘱
‘

叫
+ “

。

(嘱
喻 田洗
卜

“’

(F0 知
筑)

E 百,。姚
矛 . 0

L3
.

1 1 )

这里
,

诸系数创
2 , ,

川
2 , ,

酬幻
,

川
2 , ,

天
, ,

厅 , ,

万, ,

乙
, 及石, 极易由计算机定出

,

它们与雪值

及壳的材料参量
,

刀
,

粉和壳的形状参量
: ,

以及边界条件相关
.

方程 (3
.

1 0 )即是我们求出的壳的振动频 幅特性关系式
.

计算表明
,

这些无穷 级数收敛迅

速
,

一般十项就 已收敛
.

计算的流程是
:

给定W
。

的值
,

由 (3
.

6) 求出占
,

由 (2
.

10 a) 定出牙言
.

再由 、3
.

1 0) 求出。
N : ,

由(3
.

1 1) 定出户
: .

最后定出A I
“, ,

B {
“, ,

⋯尸{
“, 的值

.

在方程(3
.

10) 中置占一 。和W
。
~ o

,

由此可求出线振频。 :

的近似值
.

如果用改 进的修正迭

代法
,

则在第一步迭代中就求出。
L的精确值

.

计算表明
,

当H < 3时
,

两种算法求出的 。 :
值

非常接近
.

当H 》 3时
,

建议使用改进迭代法
,

这样可求出精度更高的解
.

在以下的讨论中
,

结果以 比值。二 :

/。
: 与W 荔的关系形式给出

.

四
、

结 果 与 讨 论

我们先以文仁n 〕中所考虑过的情形为例
,

研究各向同性扁球壳的幅频响应特性
.

对于几

何参量较小的壳体(H 二 0
.

5)
,

其幅频特性曲线与平板的幅频特性曲线相似
.

随 着振幅的增

大
,

振频有所增加
,

幅频响应呈现出硬化型的非线性 (h a r d e n in g n o n lin e a r ity 七y p e )
’

对于几何参量较大的壳体(万一 飞
.

0 )
,

则幅频响应既可能呈现出硬 化型非 线性
,

也可能呈现

出软化型的非线型 (。o f te n in g n o n lin e a r ity 七y p e 、,

即振频随振幅增大而减少
,

这要

取决于壳体的边界支承情况
,

如图1所示
.

我们的结果与文〔” 」的结果基本一 致
,

只是几何参

量(H )以及振幅变大后
,

二者差异变显著
.

这

是由于文「1门的方法的局限性
,

以及该文中用

摄动法导出的幅频响应关系式仅保留振幅二 阶

效应所造成的
.

我们在图 1中针对 H 一 1 的固定

夹紧扁球壳
,

给出用前面提及的改进修正迭代

法计算出的结果
,

它与用修正迭代法计算出的

结果相当吻合
.

接下来
,

我们讨论壳体的几何参量及材料

参量 (即各向异性参量刀) 对其振动 性态的影

响
.

我们以 夹紧边界支承和铰支边界支承两种

情形为例
,

结果绘于图 2一 5中
.

我 们看到
,

壳

体的几何参量 (万 ) 对其幅频响应特性 影 响很

大
,

它可以改变振动性态
,

使非线性由硬化型变

晰口气

“ 二 。
·

5

}
》H 二 1

.

0

0
,

9 8

H = 1
.

0
0

.

9 4

\\、
0 9 0

一 一 固定 〔1 1 )

滑移固定 f ll〕

二二纂霜
, 定 }本文

\ 交
c

.

8 6卜二一
U

改进修正迭代解

\ 一
固定

、
\ w 奈

(〕
.

)25 0
、

5 0 0
.

7 {3

图 1 理论结果的比较(刀二 1
,

.

00 1
.

2 5

, 。 = 0
.

3 )
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为软化型
.

随着振幅加大
,

非线性 又由软化型过渡到硬化型
,

而初始阶段的软化程度随着几

:
/ 。

‘

H 二 0
.

5

何参量的增大而变大
.

材料参量刀对振动的 影

响与边界支承情况有关
.

对于固定夹紧 情形
,

刀

的影响较小
.

而对铰支边界情形
,

则口的影响较

大
.

总的看来
,

随着刀的增大
,

非线性效应及

初始软化程度有所减弱
.

,
_

H , 1
/

左 _
.

_ 一刀=

H 二2
.

0
·

二二二之
, 、

、、- 户尸产
/ /

沐之
、、~ 一

%
0

。

4

O
。

2 一

诀
H 二 1

.

5

刀二 1

夕~ 5

�、一

0
.

7

沪声 口 电

一
, . 肠残

毖
砂霖

2 一 3 4 5

图 2 几何参t 及材料今t 对央紧固定各向异

性扁球宪的振动性态的影晌 (
, 。= 。

.

3)

几何参t 及材料参t 对夹紧固定各向异性

扁球壳振动的漂移的影晌 ( , 。= 。
.

3)

几U7d

0.圈

我们还看到
,

表征
“

漂移
”

的内察量占是随着壳体 的几何参量增大而增大的
,

而随 刀的增

大反而有微弱减小
.

随着振幅的增大
,

占开始变大
,

达 到某个极大值后就开始衰减
.

因而我们

不难得到扁球壳振动 的大致图象
:
具有较小几何参量的壳振动时呈现出平板特性

,

振频 随振

幅增大
,

振幅的非对称性也不明显
.

当几何参量变大后
,

随着振幅增大
,

壳 的 振 频 开始下

。 、: / 。 :

H 二 0

降
,

振幅非对称性愈来 愈明显
.

当振幅继续增

大后
,

振频 回升
,

振幅的非对称性减弱
,

此时

呈现出平板特性
.

同时
,

我们从图2 ~ 5还 看出
,

崛霭瞿滁维翼怨薪与嘲
.

‘

曳悲乏鹜性盟称性 的过渡有着某种联系
,

值得进一步的研究
.

”

}入

占 _
.

一夕二 1

一
尹二3 /

·

有级6、
.

/
‘

乙尸

\\ H 二
子

0
.

3

/ l
一 ‘ _ _

、 / l
5卜 _

月。 3 \
. / ‘

l

冬 一 。一‘ “

一 /
’

、少
d

, -

一
一一一七一一

,

一分
-

一哗

分
·

、

‘- 、~ H 二0

分言
2 3 4

图4 几何参皿和材料参t 对铰支各向异性 图 5 几何参皿和材料参 t 对铰支各向异性扁球

扁球壳振动的影响 (
, 。 = 。

.

3) 壳振动漂移的影响(v 。= 0
.

3)

最后
,

我们研究扁球壳和扁锥壳在四种常见边界支承情况下 的幅频特性
.

计算结果绘于

图6、9中
.

由此看出
,

扁锥壳与扁球壳的振动特性大致相同
.

在相同的边界条件和几何参量及
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材料参量的情况下
,

扁球壳振动的非线性及其软化程度稍大些 (针对H ~ 2的情形)
.

另外
,

饺支边界支承的壳体振动非线性及其软化程度最为强烈
,

其次是固定夹紧边界支承的壳体
,

这与壳体开顶后 的性态是一致 的
〔‘。’.

而可矛剐多固定
.

边界支承的壳体振动 的非线性及软化程度

最弱
。

:
.

5卜。
、 :

阿
1

.
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}
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/。
:

1
.

3 尹
一

屯卜李
·

~、

.

尸
·

/

.王O甘

:
, .�几U

.

Z

.昌JQU

:
1古0.

、

!一
铰 支

。
.

7十
—

简支

、
、

H 二 2
.

0

、

一
/ /

、 、 、
_

护 尹
0

‘

7

一一 滑移固定
一一 固定

一
铰支

—
简支

一一 滑移固定
一一 固定

0 1 2 3 0 1 2 3

平篇
州‘. 臼

4
叭一
4

图 6 不同的边界支承对各向异性扁球壳

振动的形晌(月= 3 , , 。二 0
.

3 )

图了 不同的边界支承对各向异性扁锥壳

振动的影响(刀= 3
, , , = 0

.

5 )

本文得到的幅频响应结果
‘

范围较以往的更为宽广
,

并得 到了振幅变化与非线性性态发展

的最新结果
.

对于开顶旋转壳 的研究正在进行中
.

作者感谢导师刘人怀教授 的鼓励和对本文的细心审阅
.
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