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摘 要

本文提出了一种求解有限元方程的迭代格式的并行算法
.

该方法在线性代数方程迭代解 法的

基础上
,

引进并行运算步骤
;

并且运用加权残数方法
,

通过选择适当的权函数
,

推导了 该 并行算

法的有限元基本格式
.

该方法在西安交通大学 E L X SI
一 6 4 。。并行计算机上程序实现

.

计 算结果表

明它能有效地提高运算速度
,

减少计算时间
,

是一种有效的求解大型结构有限元方程的并行算法
.

关锐词 并行算法 有限元方法 迭代解法 加权残值法

一
、

引 言

现在广泛应用的常规的有限元方法及其应用软件都是在单C P U 的串行计算机上实现的
.

由于计算机硬件领域的飞速发展和对工程结构分析所提出的越来越 高的要求
,

为了更好地利

用新一代多C P U 并行计算机的潜在计算能力
,

人们正在各个计算机应用领域 作出不 懈的努

力以改变现存的计算模式来适应这一计算机发展的新的趋势
.

目前
,

这种适应于并行计算机

的并行算法及其应用的研究 已成为数值计算领域内一个潜力很大并迅速发展的 独立分支
.

国

外除创刊了专业性的并行计算的国际杂志以外
,

还召开了多次并行计算的国际会议
.

在计算

力学领域内
, 并行计算的研究和推广的速度更为惊人

,

目前
,

国外 已出现 了一些在特定的并

行机上实现的商业化的大型有限元结构分析软件
.

目前
,

相应于多C P U 并行机发展起来的有限元方程 的并行求解方法主要可 归纳为两大

类
:
一类是直接的并行解法

,

C h a r b e l F a r h a t
,

E d w a r d W ils o n 〔‘’和D
.

G o e h lie h
,

L
.

K o m zs ik
,

R
.

E
.

F ul to n ‘2 ,
等人都作过这方面的工作

; 另一类是 迭代 格 式的并行

解法
,

G
.

F
.

C a r e y
,

E
.

B a r r a g y
,

R
.

M e la y
,

M
.

S h a r m a , 8 , ,

R
.

B
,

K in g
,

V
.

S o n n a d 仁‘, ,

T
.

J
.

R
.

H u g h e s
,

1
.

L e v it
,

J
.

W in g e 七〔”等人在这一 领 域 进行

过研究
.

直接解法的主要优点是数值解的稳定性很好
,

但最大的弱点是要引入同步控制
,

将

会浪费宝贵的C P U 时间
; 迭代算法的主要优点是不需要引入太多的同步运 算

,
’

有些 迭代并

行算法甚至为完全异步控制
,

因此如果在算法的稳定性好的情况下
,

迭代算法比直接算法具

有更大的优势
.

目前
,

主要的迭代并行算法一般都是对串行算法
,

加共扼梯度方法 (c o n ju

.

西安交通大学国家结构振动与强度重点实验室国家基金资助项目
.
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g a te g r a d ie n 七 m e th o d )〔3 ’〔‘’L‘’,

进行改进
.

本文从 Ja e o b i块迭代法出发
,

推导 7 基本

上异步控制的有限元方程的并行解法
,

并且从加权残数法出发导出了并行有限元解法的基本

格 式
。

二
、

E L X S I一6 4 0 0并行机系统

并行计算的计算格式和编程方式取决于所用并行机的并行环境
.

目前存在的 各种类型的

并行机可主要归纳为共享内存(s h a r e d m e m o r y )和信息传 递 式 (m e 。。a g e一p a s o in g )两

大类
.

E L X S I一 6 4 0 0并行计算机属于程序级的共享内存式并行机
,

程序中可以并行的 若 l-

部份都以子程序的面 目出现
.

所谓共享内存是指各进程之间通 讯和并发控制是以共享内存的

形式实现的
.

从系统结构上讲
,

该机采用总线结构
.

C P U
,

内存
,

外设都挂在3 20 M b y七e /
s 的 高速

总线上
.

如图 1 所示
, 系统进程及用户进程可分布于所有C P U 上

,

不 同C P U 上运行的进程

MMMMM

内内存控制器器

可以共享内存单元和磁盘文件
.

系统中提供了用于并行处理的函数形式的指令
,

程序设计

者利用这些指令来实现运行程序的并行性能
.

三
、

迭代格式的有限元并行算法

1
.

Ja co bi 块迭代法的扩展形式

有限元方程的基本形式如下
:

〔K ] 王A }= {F } (3
.

1 )

这一线性代数方程存在着许多迭代解法
t ‘’,

我们从Jac o bi 块迭代法出发
,

将〔K 〕分成许多

对角块和非对角块
,

其中任一块的迭代格式为

〔凡
‘〕{A 霎} = 一 E 〔K ‘, 〕, , ‘{A 了

一 ‘} + {F ‘} 1
,

2
,

⋯
, n ) (3

_

2 )

上式中q为迭代次数
,

将形式改写为便于运算的形式
,

令
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[ K “ ] {A I}二 {F ‘}

厦A 金} = O

将 (3
.

2 )改写成

〔K
, .〕{A 朴 = 一乙

了. 1

(i = 1 , 2 ,
⋯

, n )

‘f= 1 , 2 ,
⋯

, ”)
} (3

.

3 )

〔K ‘, ] ,
、

‘通A 罗
一 ‘

}+ [ K 二 ] {A ; } + E [凡
, ] ,

、‘{A 罗}
了一 1

一立
: 、‘, 〕, 、 . 、, ,一 } +

(
一

云
〔、‘, 〕, , ‘{, , } + 〔、 . ‘〕、, ; }

+
、,.声
r

、卜,

+ 乙〔K ‘, 〕, 、 。{A 乙 〔K ‘, 〕, 、 ‘{A }} (3
.

4 )

令 [ K
: ‘

〕{A ; } = 一兄 [ K ‘, ] , 、‘

{A {} + (
〔K “〕、A 、, +

户
「K , , 〕, 一、A , ‘) (3

.

5 )

代入 (3
.

4) 式
,

可得

〔K “〕{A 畜} = 一 E 〔K ‘, 〕, ‘{A 了
一 ‘

}+ 〔K “〕笼A 井} + E [ K ‘, ] , ‘{A } (3
.

6 )

重复 (3
.

4
、‘

和(3
.

5 )式的过程多次
,

最后可得

〔K “〕、A , ‘
一户

「K
‘, 〕, 一、A , 一 , +

(
〔K ! 。〕、A , 一 , +

户
【K

‘, 〕, \ ‘、A ,
一“

,
)

3
·

7 ,

其中
,

〔K “〕义A 落
一 ‘

} 二 一乙 [ K , , 〕,
“ , 一 , +

(
「K 、‘〕{A ,一 , +

户
「K 。, 〕, “A ,

一 3

‘
)

t 3
·

8 ,

可以看出 (3
.

5
、 , 、

3
.

公
,

(3
.

8 )为同一形式的递推公式
,

在方程
‘

3
.

7) 中
,

令

{r 了} = 乙 〔K
‘, 〕了

、 ‘

{A 笋
一‘

卜 E [ K
。, 〕, , ‘{A 萝

一 “

} (3
.

9 )

代入 (3
.

7 飞式可得

〔K
: 。」{A 畜卜= CK

“〕{月 :
一 ’

}一 {r
盆}

如令

{A I}= {A 套
一 ‘

}+ {么升

则方程 (3
.

10 )最后写成

〔K “〕资△斋}二 一 {r 蓄}

方程 (3
.

9) 则变成

(3
.

10 )

(3
.

] 1)

(3
.

1 2 )

魂r釜} == 兄 〔K
‘, 〕, 、 ‘{△罗

一 ‘

}

了. 1

(3
.

1 3 )
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囚此相应于J a c o bi 迭代解法的变换形式 由方程 (3
.

且)
,

(3
.

12 )
,

(3
.

13) 式
一

可知
,

整 个 迭代

过程为

[ K ‘。」{△贾}二 一笼r
: }

笼A 号} = 畏A 蟹
一 ‘

} + 笼八寻}

(3
.

14 )

(3 1 5 )

= ] , 2 ,

⋯ ,n

{r 育
‘ ’

} = 乙 [ K
‘, 〕, ‘

{A萝 (3 1 6 )

{
{ r :卜 、

万万
、3

.

」
_

7 )

上面的迭代格式很容易改写成并行格式
.

首先
,

将分块数
,
定为C P U 的个数

,

然后将
n

个〔K
“〕放到各C P U 中进行分解

,

这一步为并行执行
,

分解后的〔K
、‘〕留着后面的回代用

,

然后将上面 (3
.

14 ,
到(3

.

17 )的第 ‘个迭代过程放到第 ‘个C P U 中
,

成为第 ‘个 并 行 进程
,

这样总有
n
个并行迭代进程

.

每个过程主要有下面 4 个方面
:

(川在方程 侣
.

14 )中
.

通过前

后回代求得协 箭}
; 、2 )在方程丈3

.

1 5 、中更新位移矢量
、 。3 、接收其它迭代 过 程 传 递 来 的

{△粉
,

求下一步的 {: 昙
十 ‘

} ; ( 4 )传递 {△食}到其它并行迭代进程
.

上 面 4 步 中的 口 ) ,

仁2 )

两步
,

是 ‘进程中完全独立于其它进程的运算步
,

而 ( 3 、
,

( 4 )两步则与其它进程有关
,

所

传递和接收信 息的过程可以通 过共享内存实现
.

2
.

加权残值法推导的有 限元并行迭代格式

对区域口(x )
,

线性边值问题可表示成
,

在希尔 伯特 空间 (H il b e r 七 。p a c e) 求解
。〔司

,

并使
a (u ,

田 )= (f
,

。 ) 切〔H (口) (3
.

1 5 )

有限元方法是通过有限维子空间来逼近H (g )空间寻求近似解
.

伽辽金方法是 通 过 选择一

子空间小
,

使在由中找到 甲
,

使川 甲
,

。、一了
,

功。
,

。〔少成立
.

再通过 由形函数构成的一组

基{B ‘}伙N 为甲的维数 )来构造甲
,

甲== E 刀‘B ‘= {刀} , 义B }

最后问题变成
a (沪

,
B : ) = (f

,
B

‘
) l二 ]

一

, 2 ,

⋯
,

N ) (3
.

1 9 )

然后利用构造许多数学问题近似解的映射方法
〔7 ’设有界映射尸

,

它是一个定义于正交线性空

间
,

)卞满足尸
“
二尸的线性算子

.

线性空间中的甲可表示成切一尸沪十 Q沪
,

其中Q 一I 一尸
,

尸沪称

为甲的映射
,

Q卯为相应的余值或残值
.

考虑基义B , }于的所有非空子集的集合 (含 论 N 一 u 个

元素)
,

井由泛b “ , }表示
,

任一 b “ ,
都具有形式笼B z; ,

B zZ ,

⋯
,
B z

:

}
,

其中l
, ,

1
2 ,

⋯
,

l
。

为 1 到N

的整数
,

维数为
: 的每个 b “’复盖巾中一子 空间小

‘ .

因此对每个 b (‘’,

切的映射为

尸甲= 艺 刀 , B ,
L3

.

2 0 )

茄昆
)

上式定义的映射的集合为下
,

其中每个尸
‘
有特性

,

切= 尸‘甲+ 认甲
,

如设尸‘沪斗 。
,

故 有 IQ ,
叫

< l叫
,

其中 l叫 二乙 }刀
,

}
.

考虑一切〔小和尸
‘
〔下

,

故有甲= 尸理+ Q夕
,

而Q理〔少 可以由另
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一个子 空间小
, 和映射P正 , 继续分解

,

有

中= P‘甲+ P , (Q。甲)+ Q , (Q ‘中) (3
.

2 1 )

并且有IQ , (。牵) l< l。
,
川 < !}川

,

这意味着残值变小
,

由E ‘十 1沪代表残值凡甲映射于 巾
‘
后的

残值
,

有
‘

E 理= 尸
‘
(E ‘甲)+ (I 一尸

‘
)E 理 = 尸

‘
E ‘沪+ E ‘十 1切 (3

.

2 2)

上式结合 /3
.

2 护式
,

连续施行一组笼尸
: ,

P
: ,

⋯
,
尸

,

}映射得

甲= E 尸‘E
f沪+ E

, + , 沪 = 切
二

+ E
, 十 1切 (3

.

2 3 )

其中甲
,

为具有残值E
, 十 :切的 甲的近似值

,

其表达式为

甲
,

= 尸
1甲+ 尸

2
(I 一尸

,
)卯+ ⋯ + 尸

。 了I 一尸
。 _ , 、⋯ (I 一尸犷中 (3

.

2 4 )

。 ,

二 E
, + l切= (I 一尸

,

) 了I 一尸
。 _ , 、⋯ (I一P ; )卯 (3

.

2 5)

如果 {P
l ,

·

⋯尸
·

}满足Pj 凡 :
到和尸 , 今尸尹

‘,

那么当””OO 时有
,

之兜 叭一 甲心黑
“

一 O
·

将

方程 (3
.

23
、

改写为迭代格式
,

有
沪 ,

~ I 一 P
二 、

切。 _ 1
+ 尸

,

切 (3
.

2 6)

而有限元格式 (3
.

1 9、可写成

T z甲= r : ‘l= 1 , 2 ,

⋯
,

N ) (3
.

2 7、

这里 T ,
为少上一线性函数

,

几切 = a( 切 ,

B : )
, r : = (f

,
B : 、
由方程 (3

.

2丁
, 甲由甲

。

逼近
,

有

lim T :中
,

= r : (I= 1 ,
2

,
⋯

,

N 少 (3
.

2 8 )
n es ) 。二

而 甲 = 甲。
+ e 。

= Q谬
, _ 工

+ P谬 + 。 , ,

代入 (3
.

2 7 )式有

T : {P
。切}二 r : 一 T

:

Q
,

甲
。 _ ,
一 T ‘。 ,

(3
.

2 9 )

因此求解满足方程 (3
.

2 8) 的伸
。

}的摄动方程为

T
,
(P

,

刀
,

) = r ‘一 T : (Q
,

萝
。 _ ,

)
,

炯
:

二 (I 一 P
。

‘

乒
。 _ : + P

n

珍。

(3
.

3 0 )

设有限单元数为N
。 ,

{N }代表局部基矢量
,

〔C」为整体几何阵
,

{A }为切的参数构成的矢量
,

因此少的每一甲可表示成甲一 {N }
,

仁C〕{A }
.

{d} 代表自由度矢量
,

{J ‘, , }代表被映射尸
,

复盖的

自由度
,

故有挤
(” , } = 〔D (” )〕柯于

,

[ D ‘们 〕是每一行只有一非零元素 (单位值 ) 构成的矩阵
,

映射尸
,

可表示成
P

,

切= {N }
少

[ C〕[ D ‘” , 〕
T

[ D ‘” , ] {A 卜 (3
.

3 1 )

设 {A
。

}为甲在第
n 步近似值甲

。

的参数构成的矢量
,

切
,

= 蓬N } , [ C〕笼A
二

} ( 3
.

3 2 )

故甲
,

的映射尸
。可表示成
p 仍华一笼N }

少

巨C〕[ D
“饥 )

〕
T

[ D ‘仇 , 〕{A
·

} (3
.

3 3
、‘

将 (3
.

3 丁
,

洛
.

3 2
,

(3
.

3 3) 式代入 (3
.

26 )式得迭代逼近方程

{A
,

} = {A
。 一 l

} + 〔D ‘” , 〕, {么‘
” , } f3

.

3 4 )

其中 {△‘
” , }= 〔D ‘” ,〕(笼A }一 {A

, _ ,

}

设一个边值问题的表达式如下
,

A 印 ) = L劝+ P = O 对区域口 (3
.

3 5)

B (劝)~ M砂+ q = o 对边界厂 (3
,

3 6 )

设加权函数为砰
‘和评

‘ (l二 1 , 2 ,

二
,

N )
,

由伽辽金方法
,
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{
。
平

: : 、“ +

{
二评 !

M , d r
一{

。
牙

! , d 。 一

{
二
‘

!。d r
(3

.

3 7 )

摄动方程 (3
.

3 0) 式变成
,

{
_

砰 ; L尸
。。

,

、。 +
{

_

二 ; M 尸
, :

,

、厂

一 {、矛
L (, 一尸

,

) ,
, 一 :
、。一

{砰 ; , 、。

夕 甘 J 止 沪曰 J 曰

一 { 二 ;、 (, 一尸
。

)萝
。 _ 1
、r 一 { 牙乙

。、r (,一 1 , 2 ,

⋯
,

、

j 尸 J r

我们将加权函数选成如下形式
,

[附乳] = 〔D ‘” )〕[ C〕, {N }
,

〔评三〕= [ D (. , 〕〔C」, 王刀 }

将
、3

.

3 一)
, ‘

_

3
.

3 2
,

(3
.

3 3 ,

(3
.

3 9 )式代入 ‘3
.

3 8 ,

得到映射刚度方程
,

〔K (“ , J{△‘, , } = 一 {△r (, ) }

其中
,

(3
.

3 8 )

(3
.

3 9 )

(3
.

4 0 )

〔K (, )〕= 〔D (, )〕[ K 」〔D (, )〕
, ,

{△r (” ) } = [ D (, )〕{r (” ) }

笼r (。 , } = 魂r (一 ‘’}+ [ K 〕[ D (” 一 ‘) ]
尹

{ A (, 一 ” }

〔K 〕一 〔C〕·

{{
。、N ‘L、N ‘·d “ +

{
二、N ‘M 、“‘

·d r

}
〔C〕

{r ‘。’}= [ C ] , {f
。 }+ 〔C〕全 {f

r }

、,
·}一

{
。、N ‘, d。

,

、f
·‘一

{
: 、, ‘。d r

(3
.

4 1 )

、

l,�月任
.

八O泞,.、
、

、.
.
.tJ...Z

再结合方程 (3
.

34 )
,

得最后的迭代格式
,

凌△r ( ” ) }= [ D ( ” ) 〕{r ( ” ) }
,

[K ( ” ) 〕王A ( ” ) } == 一 {△r ( . , }

{ r . + ‘

}= { r ” } + [K ] [ D ( “ )〕
,

凌A ( , ’}
,

{A (” ) } = {A ( ” 一 ‘

} + [ D (” , 〕, {△( ” , }

{r ( 。’} = 〔C〕, {f
。}+ [C 〕, {f : }

,

{A ‘0 , }= o

令第 i 个映射阵可表示成

[ D
‘

1
,
2
‘火 。J

= [ [ O〕
。
二

, x 。
二

;

!〔0〕
。
奋
‘x 。
奋

:

卜二 {〔I 〕
。
奋
‘x 。
奋

:

1⋯ }〔0〕
”
奋 x 。

奋
_ _

] 3
.

4 3 )

N ,
为映射个数

,

心 ‘
为第 ‘个映射的维数

,

{[ D
,

〕, 〔D
:
尹 ⋯ 〔D ‘尹 ⋯

彻是所有近似值的个数
,

映射 阵同时满足

〔D 万
,

.

〕, }= [ I 〕
。d x ”J (3

.

4 4 )

令 [ D ‘,

门二 LD
‘

]
,

[ D ‘” 一 ‘’] = [D 了〕
,

并利用方程 ( 3
.

4 4 )
,

则方程 (3
.

4 1 )可表示成

{ r
奋
”’} = {r 奋

’一 ‘’} + 乙〔K , , 〕{A {
” 一 ‘, }

了

其中
,

{r ‘}= [ D ‘〕{r }
,

[K ‘, 〕= 〔D
‘

] [K 〕[ D
, 〕, ,

笼A r
{
“ , } = {r 奋

” , }
,

同时
,

{A 清
” , 卜= 王A 奋

” 一 ‘, }+ {A清
“ , } ( i = 1 , 2 ,

⋯
,

N , )

总刚度阵被分块成

(3
.

4 5 )

戈3
.

4 6 )

〔K
: ;

〕

〔K
Z ,

〕

[ K
, 2〕

[ K
2 2
〕

〔K
: ‘j

〔K
Z
门

〔K 一那

[K Z !v
,

{ (3
.

4 7 )

[ K 万 。 1〕〔K !v 2〕 ⋯ EK 刀 , ‘」 〔K 万
p

N 门

�

‘leseseewe七

一一K

每一分块体系的迭代格式为

〔K “〕王△盒} = 一 {r金} (3
.

4 8 )



一种迭代格式的有限元井行算法

王A 贾卜= 王A 昙
一 ‘}+ {么金}

{r
{

q 十 ‘’} = 仁K , ‘〕, , . {八毛}

(3
.

4 9 )

(3
.

5 0 )

上面 (3
.

50 )式是 由于蓬: 了}+ 〔K , ‘〕{么了}一 。,

片由 (3
.

杯 推导而得
.

可以 否出
,

上而诸式和前面

由J a c o b i 块 迭代法推得的扩展形式完全一样
,

其并行计算的实施 步骤也和前面所述一样
.

四
、

并行程序设计

并行程序的设计取决于并行机的特性
.

E L X S I一 6 4 0 0机的程序并行实现主要依靠并行

子程序的同时执行实现的
.

各并行子程序 (并行进程 ) 之间的同步和互斥依靠进程之间的信

息传递
.

该机提供了两种并行方式
:

(幼 垂直方式
,

它适用于同一程序处理多组独立的数据的情况
.

咬2 ) 水平方式
,

主要指不同程序处理同一组数据的情况
.

在确定 了程序结构和并行环境之后
,

利用 E L X S I 公司提供的并行语 句
,

最后 编 写 程

序
.

E L X S I公司提供的并行语 句包括
:
建立若干子进程

,

撤 消所有子进程
,

为并行 进程设

置共享的内存页
,

建立
“

锁
”

和
“

信号量
”

等多种功能
,

为程序设计者提供了方便
.

图 2 为程序

的流程图
,

值得注意的是方程(3
.

“

6) 求下一步的残值 {r 节
+ ‘

}时由于要用到其它进程 所计算的

{衅 }
,

因此在此需引入 同步功能
,

E L X S I机的同步过程由信号量M T $ S IG N A L S E M A
-

P H O R E 和M T 孚W A I T O N S E M A P H O R E 两种功能实现
.

二 一蕊二二止兰二二二三几
_

_

上止二一二几一一
_

二二二I二二二
白 .

、 , _

一 _

⋯
,

_ _
_

l f f

-
- -

一一缨蓄
二

一
’

一
’ 一

”
一

片
一

’

一

产产卜成子叹 1
一

的 刚度载荷阵阵阵 生成子区 刀 的刚度载荷阵阵

由由各子压信 自
、

,

坦 集总休刚度 找荷阵阵

将将住刚度载荷阶分块〔K
‘, 卫仕 ;

。、少少

求求 义月吴卜
二

福A分
’

} + { △胁胁

求求褚
,
了
‘ ’}二 艺 l尤

, , 1 , ,

笼△了}}}}} 求悦
:

;
+ ‘
卜一 乏江K , ,〕, 、‘

{△; }}}

圈 2

五
、

计 算 试 例

为了对该方法的效率进行分析
,

可将串行与并行方法对同一试例分析时所耗的CP U 时
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间进行比较
.

试例如图 3 所示
,

图 4 反映 了两种方法随结构自由度变化的情况
,

并同在两个

C P U 情况节省时间的理想曲线进行了比较 (西安交通大学 E L X S I机目前 自配 备 了 两 个

P

{{{{{{{{{{{{{ {{{ { !!!

}}}}}}}}}}}

C P U
.

从图中可以看出
,

随着结构自由度的

上升
,

所相对节约的时间也越多
,

越接近理想

线
.

4 2叹e P U 时间(秒)

串行时间
2 8 9

140

0

/////
尸尸尸 /// ///

尸尸尸/////

理理泪泪泪泪泪泪泪泪泪泪泪泪以以以时J司司司

睡睡睡睡1由度数数

0 6 0 0 1 2 0 0 1 S G O

圈 3 图 4

厂
、、

结 论

上面我们分别从J a c o bi 块迭代法和加权残值法出发
,

推导了迭代格式的 有 限元并行算

法
,

计算分析表明该算法能够有效地提高运算速度
,

节省计算时间
,

是一种有效的大型结构

有限元并行分析方法
.
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