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摘 要

本文作者曾对经典的 (抛物型) 热传导方程提出了两种单调性的新概念
,

推导并证明 了 几组

计算准则
,

可以使其有限元数值解消除很容易出现的振荡和超界现象
.

本文把上述成 果 用于广义

(双曲型 ) 热传导方程的有限元解中
,

推导出它的有限元解的计算准则
,

并获得了一些新结论
.

关健词 热传导方程 双曲型偏微分方程 有限元法 准则 / 振荡 超界

一
、

问 题 的 提 出

人们通常研究的热传导方程 是抛物型偏微分方程
, 其有限元解经常会发生振荡或超界现

象
.

鉴于此
, 作者 曾提出数值解的时间单调性和空间单调性这两个新概念

〔‘’, 在此基础上 ,

推 出并证明了获得合理数值解的几组计算准则 (充分条件 ) L“ “’, 在此领域 中取 得了不 少进

展
。

经典的 (抛物型 ) 方程可写为
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早 已有人指出经典热传导方程 的缺陷
:
一个扰动会在发生的瞬间传播到 物体 犷 上 的各

点
, 即传播速度是无穷大

‘4 ’.

这显然是不合理的
,
热量传播的速度是有限的

,
所以有人仿照

波动方程
, 在经典的抛物型热传导方程中增加一个表示传播速度影响的项

,
方程便变为双曲

型 的电报方程
t 4 ’, 本文称之为广义热传导方程

,
它可写为
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当传播速度
。。二

,

广义热传导方程退化为经典的热传导方程
.

在广义热传导方程中
, 增加 了温度对时间二阶偏 导一项

,

整个问题的数学性质发生 了质
一

份

钱伟长推荐
.
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的变化夕 又 因为方程 (」
.

2) 是描述波动
、

振动等振荡现象的控制方程
, 其数值解比抛物型方

程的数值解更容易发生振荡
, 问题更加复杂

.

无论是抛物型的
,

还是双曲型的
,

热传导方程的数值解都应该符合热传导的基本物理规

律
:
热量总

J

是由温度较高的部分流向较低的部分
.

即在仁1 、 3〕中首次提出的单调性的概念对

广义热传导方程的数值解也一样适用
.

二
、

有限元列式和单调性概念

把物体厂划分为若干单元犷
‘夕
设单元形函数阵为[ N (x )〕

,

节点温度向量为 q (t )
,

则有
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这里S ,
表示具有第二类边界(5 2 )条件 的第j个单元的外边界

, S 。
表示具有第三类边界 (5 3 )条

件的第k个单元的外边界
.

对 第一类边界(S , )上的节点 l,
令B 为大数 (如B 一 1 0e )

,

应把K
“修

正为BK ‘: , F ‘
修正为BK : ‘T ; 。

对 (2
.

1) 再做时域上的离散
, 把(2

.

1) 中的第一式在时段 〔t
。 一 : , t : + :

〕上积分 , 并只 考虑

j = o的无 源情况
,
可得递推有限元算法
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是数值积分系数
,
它们取不同的值对应着不同的计算格式

,
如0 ; 一 1

.
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,
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.
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可推 出递推公式
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在热传导过程中
,
热量总是从温度高的部分向低的部分传播

.

对无源热传导
,

若p ) 。,

T :
> T

。

和T 。》T 。,

即热量流入物体厂
,

则其上任一点的温度应该随时间单调升
;
或若 p 簇O ,
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T
,

( T
。

和T
3
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。,

即热量流出物体犷
,

其上任一点的温度随时间单调降
.

也就是无源问题的

解答应该具有时间单调性
.

某些特殊的无源问题的解答还应进一步具有空间单 调性
.

所 以提

出这两种单调性的概念
,

_

井由此可导出获得合理数值解的计算准则
.

三
、

时 间 单 调 性

定义 对任意时刻 t, ,

若 p》 0
,

T
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证明 对第一类和第三类边界条件
, 引理1在 〔1、 3 〕中已给出证明

。

现只研究第二类边

界条件
,
对第二类边界上点 j ,

对 应刚度阵EK ] 的行不必修改
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使用低阶单元 (口类单元 )
,

如一维线性元
、

平面三角元
、

四节点等参元
、

空 间四面体元
、

八
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,
在单元边界S , 上 , 总有N 不> 0

.
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根据数学归纳法
, 可证 明定理 1

.
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定理 2 式 (3
.

7) 是解答具有时 ltiJ 单 调性的一组充分条件
,

[M〕
一 ‘

) 0 ; 〔A〕
一 ‘
([ E 」+ ([ B 〕一 [ A 〕)〔M〕
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定理 2是定理 1的一个推论
,
不必证明

.

考察式 (3
.

7 )
,

还可推出其它的计算准则
.

定理 3 式 (3
.

8) 是解答具有时间单 调性的一组充分条件
.

即本文所说的计算准则
.
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.
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无论是对动力问题还是热传导问题
, 只要质量集中得 当

,
都会提高计算精度

〔6 ’,
所 以以

下把〔M 〕阵和〔C〕阵都集中
“

质量
” , 显然会使 [M 」

一 ‘

) 0
.

在 (3
.

8) 中
, 需要 求 〔月〕

一‘夕 很不方便
,

根据矩阵分析理论
:
若正定阵的非对角线元素

都非正数
,

则其逆阵是非负的
‘7 ’.

集中
“

质量
”

后
,
M

‘, ,

C
‘, 一 0( ‘午 ]’)

,

只要K ‘, 《o 就能使

Ai
, 簇0( f年 j)

,

可 以证明
:

使用线性元
, 包括一维线性元

、

内角不大子 , /2 的平面三角元和

四面体元
, K

‘, ( 0( i斗力 〔“’.

考察 (2
.

2 )
,

可以得到定理 4
.

定理 4 若集中 [M 〕和 〔C〕并使用内角小 于二 /2 的三角元和四 面体元或一维线性元
, 则

(3
.

9) 和(3
.

1 0) 是解答具有时间单 调性的又一充分条件

2 0 2一 0 1一 1 / 2簇o ; 0
1
一 0

2 一 1 / 2《o , eZ 一 0
1 一 1 / 2簇0 (3

.

9 )

ZM
“ + (2 0

1 一 1 )么tC “ + (2 0 : 一 8 1一 1 / 2 )A t“K ‘, ) o

一M “ + (1 一口
1
)△tC

‘, + (0
1 一 0 : 一 1 / 2 )八t“K , ‘》o

3M “ + (0
1一 1 )八zC “ + (8 2一 8

1 一 1 / 2 )八t“K “》 o

证明 若满足(3
.

9) 和 (3
.

1 0) , 则可推出 (3
.

8)
.

{ (3
.

1 0 )

式(3
.

9) 是对计算格式的要求
,

而 (3
.

1 0) 是对单元类型和尺寸及时间步长的要求
.

四
、

关于几种计算格式

对于0
; ,

先》 o ,
(3

.

9) 中只要前两个不等式成立就足够 了
, 还可从中推出0 , ( 1

.

5 ,

eZ( 1
.

下面把计算格式分为条件稳定和绝对稳定两类来研究
。

1
.

绝对稳定格式

递推算法(2
.

2) 的绝对稳定性要求为
〔”’

0
1

》 0
.

5 ; 0 : 异(0
,
+ 1 / 2 )

2

/ 4 (4
.

1 )

结合(3
.

9 )可知 , 满足(4
.

2) 的计算格式是绝对稳定且有可能消除振荡 的

0
.

5( 0
,

( 1
.

5 ; 0
.

2 5簇0
2

簇 ] ; 2 0
2 一 0 ,簇 0

.

5 ; 8
1
一 0

2

( 0
.

5 ; 0 2》 (8
,
+ 1 / 2 )

“

/ 4 (4
.

2 )

可见 e
l
二 0

.

5和 0 2 = 0
.

25 (平均加速度法) 及0
1
~ 1

.

5和 氏= 1 (后差格式 ) 这两种计算格

式都满足式(4
.

2 ) , 但当夕
1
二 双 5和 0

2
一 了时 , (3

.

功 ) 式中的第二个不等式不成立
,
所以绝对

稳定的平均加速度法是个有可能消除振荡的计算格式
.

对该格式
, 式 (3

.

1 0) 化为

ZM “ 一 0
.

SA r么K “》 0 ; 一M
‘,
+ 0

.

5人才C : ‘一 0
.

2 5△矛W
“ > 0

3M
‘;

一。
,

5△亡C “一 0
.

7 5八t Z

尤“》o } (4
.

3 )

满足 (4
.

3) 中的第三式则也必满足其 中的第一式
,

所 以只有后两式有 用
.

“二氏 /K
“

,
、

可从 中推出

令
r , ”M

“ / K “ ,
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‘ 一 : ‘) / 3〕; :

丢> 4八 } (4
.

4 )

在(4
.

4 )中
,
第二式是单元类型和大小及网格的要求

,
而第一式是时间步长与单元的关系

.

2
.

条件稳定格式

对中心差分法
, 0

,
二 0

.

5 ,

0 : 二 o
,

它是条件稳定格式
, 稳定条件 为 八t< 2/ m a x 。‘〔已’,

奋

0 ‘
一心 K

‘/对二
,

K
‘

和M
‘

分别是 [ K 〕和〔M 〕经过一系列相似变换化成对角阵后的对角元
,

。 ‘相当于动力问题中的频率
.

该格式满足(3
.

9 ) , 这时式 (3
.

10 )化为

ZM
“ 一 A tW

“ > o ; 0
.

5 △zC“ 一M
“ ) o , 3M “ 一 0

.

5△tC“ 一 么tw
“) o (4

.

5 )

上式可化简为

ZM
“ 一△tZ

K “) 0
.

5八tC “ 一M
, ‘) o (4

.

6 )

从 (4
.

6) 中解出八t的上下界
,

结合稳定性要求得到

Zr 疾 _ ‘ _
.

_ , , ,

一

—
、 ,

_
‘ , .

2
,

. 、

m a x 丫
二生簇 At簇m in 〔心 Zr , ,

(斌砰千政斤i 一
s ‘) / 4 〕; 么t< m in

.

一升 (4
.

7 )
‘ S ‘ - 一 ‘ 一 ’

一
’

一
, ’

一 ”
- - 一

‘ 口‘

对 中心差分法
, 没有直接对单元的要求

,

缺点是需要求出系统的谱半径才能确定△l的上界
.

对其它的计算格式
, 应该使用(3

.

9 )和 (3
.

1 0 )作判断
.

五
、

具体的上下界公式

考虑一个杆件上的一维热传导
, 左端绝热 (p = o ) ,

右端是对流换热边界或定 温边界
,

使用线性元
,
宽度为△二

夕

并集中
“

质量
” , 可从 (2

.

2) 中推出
、.........1了‘、..

、...............

仁M j= 〔G 〕/ ”么 , 〔C〕= 仁G 〕/ a ; F 二 {0
,

0 ,

〔K 〕二 (5
.

1 )

拿
. ‘

一 1

1 + 夕八劣

飞
.

平均加速度法

换热和定温度边界的上下界公式分别为

1 一 材I一s a叮扣压比j
么
簇Za 么l/ 么二

“

1

l + 刀A x
m in 〔1 + 斌j二百反么西不万西牙j灭石应 , 1

,

(斌丁下李乏压叹丁千刀入又分硬石入万分 一 1 ) / 3 〕 (5
3

上) (5
.

2 )

入又j
丁镇Za At / △尹( m in 〔1 + 斌1 二白卿扣入幻

之

自 一云卿一八又)
“

镇2

(汀丁千了乏舀‘八石入劝
启

1
_

一 材 」一 8

一 1 ) / 3〕 (5
1

上 ) (5
.

3 )

无论哪种边界
,

都应使 △二> 2““(2刀+ 双飞万而石万尹) /沪

2
.

中心差分法

要确定中心差分法中 厨 的上界
,
首先应求出系统的最大广义特征使

.

高阶系
一

统的特征
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值很能估准
,

也没有普遍适用且精度高的近似估算公式
,

但对最大特征值
,
Ir o n 。已证明

:

系统的最大特征值不大于单元的最大特征值
〔‘’·由此可知 :

对换热边界
,

m.x ”。 ;《
” 2

/ △“
2

(2

+ 刀么, 斗 材开
一

(尸入妙))
,

’

对定温度边界
, m 节

x , ;成
” 2

/ 4八‘
2 ,

由(4
·

7 )可推出

、尹
产
、少才任比」尸al只d

、

l
、

l
‘了了、、, ....J‘

、./,土

一书
、 八‘、1

诺
、、m , ”

卜
八义刚 r

扑

一

刀△
.

八扩 了八 汉8a 呱下
一

刀入比)
厄丁、V

土
-I-
一

(泥反)
么

△t < △x 心 2千刀硫干
一

砂厦不动石而毛 /
。

(换热边界5
3

)

(定温度边界S
,

)
飞胜l

.

J、、.声
!
一

一擎、
,

钾
in

比
,

丫幼
十 4 8 a 2

(v △劣)

六
、

空 间 单 调 性

定义 对任意时刻t。 ,

若g r》 g 琶
,

则 g 蓄》 q 窗
_ 1 ; 或若 a梦《 g 言

,

则 g 节( a飞
_ 1 .

这 里i= 1 ,

2, ⋯
, m

,

m 是节点总数
.

无源热传导问题的温度场总应具有时间单调性
,
一些特殊的无 源热传导问题还应具有空

间单调性
,

比如本文第五节的例子
,
左端绝热

, 右端与外界交换热量
, 其温度场的空间分布

是一条单调曲线
.

因为很难推出某一时刻任意两个相邻节点的温度差好 一 q 蓄
_ 1

的表达式 ,
关于空间单调性

一般不能象对时间单调性那样得到普遍的结论
,
但对刚才提到的一维热传导这一特殊问题

,

幸运地得到了几点结论
.

引理 3 对左端绝热
, 右端是定温度或对流换热边界的一维无源热传导问 题

,
使用线 性

元 ,
对任意时刻 t

。 , 若〔K 〕q
”

》o
,

则温度场的空间分布是一条从左到右单 调减的曲线 , 或

若〔K 〕q
”

《 0
,

则温度场的空间分布是一条从 左到右单调增的曲线
.

注意仁K 〕q
”

这里不考虑

最后一行
.

证明 把〔K 〕q
”

的积向量的各元素分解为

l
/

l
、

一一

、
11
里
、
才

1
1蔺..
ee
.声

八%
·

〔K 〕q
”
~

q : 一 q r

一 g 忿+ Zq 犷一 q 瑟

一 q r+ Z q 盆一 g 翌

一 q 二
_ 2
+ Zq 二

_ ; 一 q 二

一 q二
一 ;
+ (1 + 刀A

、)q 二

g 孟一 q r

g 全一 q 翌一 (q忿一 q 梦)

q 翌一 q 互一 (q卜 q要)

q 二
_ , 一 g 撬一 (q二

_ 2 一 q 二
_ ,
)

一 q 票
_ , 十 (1 + 刀△二 )q 二

(6
.

1 )

../万..!
2

!
‘耳火

从 (6
.

1) 可见
,

〔K 〕q
”

除了最后一行外
,

每个元之间有种递推关系
,

若仁K 〕q
”

》 。,

即试 一衅 ) o ,

q r一 q 翌) q 琶一 q犷> 0 , q卜 q 互> q卜 q 盆》 0 ,
⋯ , q 二

_ 1一 q 二> q 二
_ 2一 q二

_ l

> ⋯ > a忿一 q 至> 0
,

温

度场的空间分布恰好是一条从左向右单调减的曲线
.

〔K 〕q
”

( o的情况同理可证
.

定理 5 对上述特殊一维间题
夕
若解答具有时间单 调性且满足 (6

.

2) , 则解答也同时具有

空 间单调性
.

[B 」) 0 、 〔D 〕) o 二 (6
.

2 )

证明 把仁只」二 [B 〕十〔D 」十 〔K 」夕
“

代入递推公式“
.

2 )
,

、

可把它分解为
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A r么[ K 〕q
” + ,

一F A rz
+ 〔B 〕(q

,

一 q ” + ‘)+ [ D 〕(q
” 一 ‘一 q ” + ‘) (6

.

3 )

若解答具有时间
一

单调性
, 那么 ,

对任意 t ,

或者q ’

》 q ”“ , q ” 一 ‘》q
“

) q ” 十 ‘,

F 除了最后一行

外都是零
, 又因为〔B 〕) o ,

「D 〕》o ,

可知仁K 」a
” 十 ‘

》o ; 或者 q 称

簇Q 朴 十’, 。介 一 ‘

( q .

( q 。 + ‘,

同理可知〔K 〕q
” ‘’

( 0
.

由引理3知 ,
这时解答也同时具有空间单调性

.

定理6 若满足 (3
.

5 )
,

或 (3
.

9 )和 (3
.

1 0 )
,

或(4
.

4 )
,

或(4 7 )
,

或 (5
.

2 )和( 5
.

3 )
,

或 (5
.

4 )

和 (5 5 )
,

则解答具有时间单调性
,

同时具 有空间单调性
.

证明 定理 6 中关于时间单调性的结论已经得到证明
,

若满足定理 6 中提到的任何一组

计算准 则
,

都能包含着〔B 〕) o
,

仁D 〕) 。,

根据定理 5可证 明定理 6
.

由定理 6可知
,

解答若具有时间单调性
,

在绝大多数情况下
,

它还 同时具有空间单调性
.

但其逆命题不成立
,

详见第七节
.

七
、

算 例 和 分 析

考虑第五节提到的例题
,

取a ~ 20
,

刀~ 0
.

0 3 ,

△x 二 1 0 , 。= 10
,
T

。
~ 10 0 ,

几一 50
,

沿杆长

划分30 个线性元
,

按平均加速度法
:

0
,
一 0

.

5
,

0 2一 0
.

2 5
.

以上数据保持不变
,

取不 同的△t值

做计算
,

限于篇幅
,

只列出前四步的结果
.

按上面的数据
,

从 (5
.

2) 求出 0
.

4 4《△t( 0
.

76
,

△x ) 6
.

7 8
.

1
.

满足该不等式的△t都能给出同时具有时间单调性和空间单调性的结果
,

说明本文的

结论是正确的
,

△t~ 。
.

5时的结果见表 1
.

表 1 △才= 。
.

5的计算结果

矛

。
.

亏

1
.

0
’

1 。

5

2 O

2 70

1 0 0
,

0 0

10 0
.

0 0

1 0 0 0 0

10 0
‘

0 0

1 0 0
.

0 0

1 00
.

0 0

9 9
.

9 9

9 9
_

9 6

2 9 0

1 0 0
_

0

9 9

9 9

9 9

2
.

若取△t大于上界 0
.

76 直至 0
.

85 仍可得到都单调的结果
,

因为本文的计算准则都是充

分条件
,

不满足它仍有可能获得都单调的结果
.

但为了保险
,

应使用满足上下界条件的△t
,

即使△t大于上界或小于下界
,

最好也不要与上界或下界相差过大
.

△t二 。
.

8 时的结果见表 2

表 2 么t二 0
.

8的计算结果

一

竺一!
一

吧

l” 0
·

”0 」 ‘0 0
‘

0 0

}

⋯

1 00
.

0 0

99
.

9 8

9 9
.

9 ]

9 9 8 0

1 OU
.

OO

9 9
.

2 5

9 8
.

5 ]

9 7
.

7 1

9 0
.

4 0

8 9
.

6 8

8 7
.

05

8 5
.

5 3

门n曰O000
�
U

.

⋯
n�000nUU门日‘l

‘几‘..
,
,
,�

3
.

若△t取得超过 0
.

85 直至 1
.

92
,

则解答只具有空间单调性而没有时间单调性
,

说明时间

单调性和空间单调性是两回事
.

△t~ 1的结果列于表 3
.

可 以看出右边界二~ 3 00 处的温度振荡
.

4
.

若把△t取得更大
,

解答没有单调性
.

△t = 2的结果见表4
.

值得指出的是
,

随着时间

向前发展
,

振荡在减弱
,

后来甚至可能消失
.



5 7 0

表3
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么才= 1的计算结果

1 0 0
.

0 0

1 0 0
.

0 0

10 0
.

0 0

飞0 0 0 0

1 0 0

1 0 0

1 0 0

1 0 0

0 0

0 0

0 ()

0 0

1 0 0
.

0 0

1 0 0
.

O U

9 9 9 9

9 9 9 7

1OO
.

OU

9 9
.

9 5

9 9
.

R I

9 9
.

5 8

1 0 0
.

0 0

9 8
.

5 9

日丁
.

5 6

9 6 4 8

8 5
.

0 0

8 7
.

6 0

8 3
.

9 2

8 3 2 4

表4

����

_ 二⋯
_

2
·

。

⋯
4

.

O t

6
.

0

8 0

么才二 2的计算结果

一
: 7 。

一

薪不
10 0

.

0 0

10 0
.

0 0

1 0 0
.

0 0

9 9
_

9 9

1 0 0
.

0 0

1 0 0
.

0 0

9 9
.

9 8

习9 9 2

口州侧口. . ‘田. . . 口创‘. . .曰. 洲 . 曰 . 曰 . . . 州 .
.

一
.

.

溉~
” ‘

~
~

‘

一 ‘ ~ 一
J

~ 向 - · 一
-

~ 一 - - 一

一
-

1 0 0
.

0 0

一 9 9
.

9 5
一

一 ::
.

::
5

.

若取△t 小于下界 0
.

44
,

得到单调的结果
.

说明△t 即使小于下界
,

但因为集中了
“

质

量
” ,
下界实际上不起作用

,

对抛物型热传导方程也是在集中
“

质量
”

后没有下界限制
〔“’.

只

是在这 里
,

这个结论能 否适用于其它计算格式还不清楚
.

根据计算结果
,

给出右端点的温度在不同时间步长下随时间的变化图 (见图 , )
.

T ~ 50

调单
、Lf沪

. △了. 0 5

。

二
_ . 小

_ . 二矿
’. 0 . 。

. ~ 口

. △t . 0
.

8
一
△t“ 1

.

。振荡但不 超界

+ △t . 2
.

。不单调

8 10

飞

圈 1 不同时间步长△才下右端边界点的沮度变化

上述五种情况与常规的抛物型方程的情况是完全相似的
‘“’,

据此
,

同样可得到图 2 所示

的单调区域分布图
.

都单调区域
护

一
~

- - 一
.

-

一充分条件城 空间单调域 都不单调城
、门. ~

一
场

、

一 ~

一
~~ ~ ~占

一一
口

一-
目. . . . . J 协

作
一

—
-

一
一 . 洲 ‘一 -一

,

一、

~卜-
_

~_

_ _ 一 一 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ‘一

a A f/ 、
、 ”

妞界

图 2 单润区城沿a △灯△妒坐标轴的分布 (集中
.

质 ,
“

)

八
、

结 论

]. 在一定条件下
,

双曲型热传导方程 (衰减 的 电 报 方程 ) 的有限元解可以是不振荡

的
,

即具有时间单调性
.

2
.

本文推导并证明了几组计算准则
.
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3
.

对绝对稳定的平均加 速度法和条件稳定的中心差分格式
,

分别给出了八t的上下界公

式
。

4
‘

对一维问题
,

使用线性元
,

给出了A t 的显式上下界公式
,

可用于事前判断
.

5
.

讨论了空间调性
.

6
.

通过计算
,

给出了单调区域沿轴 a At / 八丫的分布
.

7
.

双 曲型热传导方程的计算准则 比抛物型热传导方程的要复杂
,

单调区域要小
,

如果

发生振荡
,

振荡的幅度更大
.

本文把针对经典热传导方程所提出的思想移植到求解广义热传导方程
,

在此区域中又获

得了新的结果
.

感谢钱令希教授的悉心指导
.
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