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摘 要

本文将非线性动力学问题转化为点映射形式
,

并以映射的单值连续为条件
.

将状态空间分割成

有限小的单元
,

用定义在单元上的线性映射逼近原来的非线性映射
.

映射不动点的大范 围分 布问

题化为线性方程组的求解
,

继而用迭代法求出不动点的准确位置
.

用线性映射的变形矩阵可方便地

判断不动点的吸引核
,

从而为描划其吸引域带来了很大便利
.

本文提出的方法比胞 映 射法更为简

便有效
,

文后举了例题
.
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包含振动
、

控制
、

系统工程等广义的动力 学中
,
非线性问题变得愈来愈重要

.

由于这种

问题不能指望求精确解
,
所以不得不依赖于数值分析

.

数值方法包括直接数值法
〔5 ’以 及点映

射
、

胞映射法
〔‘’〔“〕〔“’.

直接数值法适用 于求解系统的周期解 , 胞映射法对系统的大范围分析

也是有意义的
〔们

.

本文以映射的单值性与连续性为基础
, 把有限状态空间分割为若干有限小的单元

,

并可

进行如下分析
.

飞
.

判断系统的平衡态
、

周期点 (与周期解相对应 ) 所在的单元
,

继而求出它们的准确

位置 , 2
.

分析平衡态和周期点的稳定性 , 3
.

给出稳定的平衡态
、

周期点 (即吸引子 ) 吸引核

及吸引域
。

因此
,
本文所提出的方法

,

不仅能完成有关周期解的局部分析
,

也能完成有限状态空间

内大范围问题的分析
.

二
、

单元映射及其构成

自治或非自治的非线性微分方程的解
.

可用某一映射来描述
L“’.

即在给定的m 维状态空

间口中
,

像点X ‘七+ ‘’
与原像点X 沙 , 相关联

,
表示为

:

.

李骊推荐
.



临一道
一

徐
.

牛一铁刘一

X (今+ ’, 二尹(X (抢) ) , 甲 :
R 仍、 R 哪 , V X ( . ,〔g C R 价

我们可以假定甲唯一存在而且具有连续性
。

本文利用下述两个思想
:

双 把状态空间分割为有限小的单元
,
从而把大范围分析问题化为局部分析问题 ,

2
.

在每个单元内用线性逼近非线性
,
从而使非线性问题归 结为线性问题

.

原像点X ‘“, ,
像点X 沙十 ‘)分别记以二 , 夕

.

以二维问题为例
, 状态空间的有限域口C R

“.

将

口分割为有限多且相同的三角形单元
, 三角形顶点称为节点

.

设全部有N 个节点
, L 个单元

.

记第l个单元所规定的区域为口
‘C= 口 , 它的三个节点设为X ‘, X , , X 。 , 由于映射在月上单值

连续 ,
所以在口

:上可以将甲表示成如下形式
:

夕= 甲(劣 )~ 甲: (x )+ o (h )

其中 甲‘(x )= 巾‘二+ C ‘ V x (口: (2
.

1 )

。
必

, :

必
: , , ,

C
,

变形矩阵
: 小 : = } }

,

移动矢量
:

C ‘二 ( 、
L
中 2 ;

少 2 2 “王 “

C Z , l

o( h) 是坐标步长h
; , hZ的二次以上的小 量

,
可忽略

.

映射近似表示 为线性形式
:

夕= 小 : x + C : V x 〔口‘ (2
.

2 )
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(a) 直角三角形元

卜‘月

(b) 等腰三角形元

首先用数值积分算出节点的映射值

夕,
= 甲(义 , ) (P= f

,

j
,
k )

再用线性插值可以容易地求出少
: , C ‘.

即 :

: , ! , C !〕一〔, (x ‘) , , (二, ) , , (二·)〕
!

x ‘, x 了,

(2
.

3 )

.工
�j ..JI

�无X
月es�

1 , 1 ,

若采用下列形式 夕二少 : ( x 一 x ‘) + C ;

这 里 C里= C , + 少 : x ‘

V 戈〔口 z
( 2

.

4 )

若令

则 ,

‘

,

)一
, , 一。‘一 , ( x , ) 一 , ( x ‘)

AA‘了.、、

一一
月八

( 2
.

5 )

、,...‘了....产

按图议a) 直角三角形分割时
:

C 二= y 。二 切(二‘)

鱿一从鱿
一一一一

少巾丝凡岭一一一一中少
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若按图 1 (b) 等腰三角形分割时
:

、
沪

;

巾
,

= y ‘= 甲(x ‘)

= 八 {
‘
/h

, , 中 ; 2 ~ (△全
‘一么 l‘/ 2 )/ h Z

} (2
.

6 )

巾
2 ,

= A I‘/ h
; , 少

2 2 = (A告‘一八孟‘/ 2 )/ h :

三
、

不 动 点 的 求 法

1
.

不动点位置的初判断

如果预先不知道不动点 的大概位置
,
计算是很难收敛的

.

本文的方法
, 能方便地识别含

有不动点的单元
。

这一步骤称为初判断
。

占(x )= 夕一 戈 , 占: R 么今R
Z

V 戈〔口: (3
.

1 )

称为二点的像偏量
.

显然
,
不动点尹的像偏量是零

.

即

占(戈肠 )二 0 (3
.

2 )

所以单元口
‘
中存在不动点的充要条件是

, 像偏量占的零点是口
‘的 内点

.

圈2 像一 , 平面 圈3 面积坐标

单元口 :
的节点以逆 时针排序 x ‘,

为 , x 。 .

像偏量分别为夕
, 夕 , 夕

.

由于d 是 x 的线性函

数
,
所以在像偏量平面上必有三角形。

‘

与口 : 相对应
,

上述充要条件等价于零点是 。‘
的内点

(图2 )
。

点在三角形内的位置用面积坐标来表示
.

如 图3 ,
点P的面积坐标 (几

‘, 几, 夕 几。)为
:

儿= 击 / A
,
幻~ 月刀A , 几二 A订A (3

.

3)

其中
:

一 ;卜)
X

{
X

{}
,

A ‘一

、{
!

!
‘ 劣三 X 主 X 三 J 、 工玉

戈 ; x

x 姜二全

1 1

}
刁 ,

一

开
二

{报}
,

、一

片
七 劣三 劣三 劣 三 J 宝

二全二

x 雪戈 {

A ,
琦

, A , , A , 分别对应△ ijk
, △P抽

, △夕肠 ,
△Pi j的面积

.

按式中规定的 顺 序 P , i,

。k来计算
, 当P是△ij k内点时

,
它们具有非负值

夕 当P是△i]’k外点时(例如图 3 中的厂 ) ,

j对应的面积坐标以 ; )变成负值
,
显然有

孟‘+ 孟, + 几, 二 1 (5
.

4 )
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可容易得到
:

戈一= 元‘戈 . + 几, 劣, + 久一戈 。 (3
.

5 )

如果考虑(3
.

4 ) ,
可取为

, 久,
作为独立坐标值

.

将上述讨论引入像偏量平面
,
对应像偏量夕

,

占了, d 含有
:

A ~ (占{截 + 占{越 + 赴叔 一 占{占{一次况 一 占}占全)/ 2

将像偏量的。点代替上述的劣
,

点
, 则 。点对应的是

:

A , 二 (d全d l一赴d 萝)/ 2 , 月。~ (占产占; 一占{占少)/ 2

可得到
:

r 久, :

{ }= 〔d
J一 d ‘, d一 d

‘

」
一 ,

仁d
‘

〕
L
只奋

J
(3

.

6 )

于是o点是。
‘
内点的充要条件便化为由(3

.

6) 式得到的兄”

兄,
> o , 之, > o , 久, + 几。《i

对全区域口的各个口
: (l= 1 ,

⋯ , L ),
按(3

.

7) 式做判断
,

来了
。

几。应满足
:

(3
.

7 )

不动点大范围的分布状 况 便显示出

2
.

不动点位里的精确计 算

若月
:
中存在不动点

,
可用朴

, 只。计算不动点的近似位置砂
.

由于 :

只‘d‘+ 久, 占才+ 之。占专= d (x o
)

引入 (3
.

] )
、

(2
.

2 )可得
:

劣o

= ( 1一久, 一几。)戈‘+ 几, 戈 , + 之。戈。 (3
.

5 )

以x0 为初值做迭代计算
, 这 里提出一种迭代方式

.

妙是第f次迭代结果
,

在护周围构造新三角

形△f g h(图 4 )

劣 了~ % ‘_
h尹

斗 ‘

2

h】
+ ‘

x , = 劣‘+
h少

+ 1 。

h里
+ 1

.

攀一才
~

J

x 、一 二‘+ 粤、犷
‘
j

O

(3
.

9 )

h户
十 ‘

= a h尹
, h {

+ ’
= a h里

hr二 h
l , h呈= h

Z ; a ( (0 , ] )

(f = 0 , 1 , 2 ,

⋯ )

再按下列各式计算
:

夕, = 沪(‘ , ) , p = f
, g ,

h

〔。 。一 , e ‘一 〕一〔, 了
, 。, ,

, 几〕
!

1 一 1 ,

劣川= [ I 一少‘+ 1〕
一 IC‘+ ‘

( 3
.

1 0 )

若满足精度要求
:

}1劣‘
+ ‘一 劣 ‘l}《

。 (3
.

1 1 )

则停止计算
, 妙

十 ’

即认为不动点二朴的足够精确的近

、...........甘、

⋯
,

刁上

一
飞

.

1
胜

.J几戈戈 了, 戈 口,

卜一, * ;
.

—
-

一司

圈4 构造~ 个靳三角元



非线性动力学大范围分析的一种数值方洪—单元映射法

似解
.

这种似迭代形式的好处是
,

由于保证了△fg h的正则形状(f
, g , h不共线 )

,

戈 了
,
戈口 , X 几

] , ] , ]
j卜, 异

,
所 以 , ‘

一 C , 一 总有唯 一解
.

当用三角形收缩 , 。表示收敛速度时

拼二砂
.

为使护“ 不会变成△ fg h 的外点
, a 不能选得过小

.

四
、

不动点的稳定性分析

若单元口
: 内存在 , 不 动点二关 , 它的稳定性与口

‘映射的收缩性是一致的
.

单元口
: 的内点x

有小扰动△x 时 , 其映像近似表示为
:

y + 八夕= 中 : (x + 么x )+ C : V 戈 + △正口
:

由(2
.

2 )可知

A y ~ 口‘△戈 (4
.

1 )

当少: 的特征值 !兄
,

}< 1, !久
2

!< l时
,
口‘的面积经映射各向缩小

.

如以A ;表示口
‘
的映射面积

,

其收缩率拼

召二 1只
,

: }又
2

}一 A }/ 月
‘< 1 (4

.

2)

此时日
:
内的各点在映射下相互吸 引

, 因此口‘
不动点二赞是稳定的

.

事实上我们可以利用 (3
.

1 0) 式迭代终了得到的不动点邻域的巾
“ .

由小介的特 征 值 以犷
,

批 ), 以及特征向量 (心
,
武 ), 说明不动点的稳定性

,
且能区分不动 点 的 类型 (鞍点

,

结

点
,

焦点
,

中心等 )
.

五
、

映射吸引区的大范围分析

1
.

缩小区口
,

缩小区口
,

以下式定义
:

口
,

= 天口:
}口

‘仁口
,

1几
‘1

!< 1 ,
{久

‘2

}< 1卜 ( 5
.

1 )

女日果口
,

是凸集
, 则 :

丫x l , 劣2
〔g

,

日h〔(0
.

1 )

使得 d 伸(二
1
) , 甲(x Z ))< hd (戈

, , x Z )

d (
·

,
·

)代表两点间距离
.

但是
,

缩小 区口
8

不一定就是系统的某一个吸引区
.

因为
,

在口
:

中可能存在这 样 的点 ,

它的映像落在口
,

之外
, 即

:

〕劣〔口:
c g

。

但
: 少 : 戈 + C : 伏口

a

缩小区的定义只依赖于少
‘
的特征值

, 而口‘映射后的位置
,
还与C : 相关

,

所以上 述 的 情况是

可能的
.

反之
, 口

。

之外的点经过映射后落入口
,

也是可能的
.

2
.

吸引核口。

吸引核按下式定义

口* = {口 :
{中

N (口 : )已月
, , V N 》 0 } (5

.

2 )

式中N 是整数
.

显然
,

口* g 。
。 ,
且对于所有属于g 。的单元岛

,
其映象仍属于口

, .

即
.



刘 铁 牛 徐 道 临

V 口 :〔日
。, 甲(日 l)仁口。 (5

.

3 )

这可 由反证法说明
: 若 〕口‘C 口

。

但抓口
‘
)幸日

。 ,

则必 刁 , ) o使得尹
+ ‘

(口‘)镇口
。 , 但这与定义

(5
.

2 )矛盾
, 故( 5

.

3 )成立
。

由(5
.

3 )可知抓口
。
)生口

* , 又月* 互习
: ,
所以口

。

的映象总是缩小的
,

即
:

沪(‘2* )仁口
。, 切” + ‘

(口
*
)C 甲

”

(口
。
) , n 》 0 ( 5

.

4 )

这是一个重要性质
, 即对吸 引核口

。

来说
,

映象总是映入 日*
自身的

.

所以
, 如果 口。 是一凸

集
,

根据压缩映象原理可知口
。
内必有一稳定的不动点

〔“’.

而一般说来 (口。不一定是凸集)
,

可以猜想
. 日 *

内必有一个映射的不变集
.

即 A g 口
* ,
叭 A )~ A

.

而不 动点尹 是不变集合月

的最简单情况
.

吸引核的概念很重要
,

一旦获得吸 引核 口
。 , 便可断 定其内部一定包含一个渐近稳定 的

不变集合A , 即
,

V 二〔口。的点
,

它的映象以 A为极限不断地收敛到A 上去
.

因此 A 又被称为

吸引子
.

此外
,

有了吸引核口
。,

求出A 的吸引区口, 就容易了
.

3
.

吸引区口 ;

设某吸引子A
,

它的吸引核为口
。, 则其吸引区口

,

的定义是
:

幻
z

~ {x }x 〔口 , 〕n 》 0 , 甲”
(x )〔口

。

} (5
.

5 )

由(5
.

5 )可知口
, c 口

, .

实际上用( 5
.

5) 求口
了时

,

计算量要求很大
.

不妨以单元中心为代表点
,

按下式近似地确定口
, .

口
,
= {口:

}口
‘仁口, 〕。》o , 切叹 二 : )〔刃 * } (5

.

6 )

式中‘ :
~ (二

‘
+ x , + x 。

)/ 3即三个节点的平均值
.

某单元口
‘满足(5

.

6) 的。的最小值
,

表示口
‘映

入口 。
所需的映像次数

.

把口
,

中各个
n 值相同的单元合成的子区域

,

称为吸 引阶梯
,

吸引阶梯

表达了吸引区内各点的映射发展状况
.

4
.

发散区口H

若某单元口
‘,

、

经若干次映像后
,

出发散区口
H 以及发散阶梯

.

口, = {口 : 19 ‘〔口
,
〕n )

1 ,

跑出给定的区域口之外
,

称为发散
.

根据下式
,

可以求

切
”

(x ,
)幸貂 , x : = (x ‘, %j , 戈 k

) / 3 } (5
.

7 )

六
、

关 于 高 阶 映 射

高阶映射或N 阶映射
:

切N (x )二甲(甲(⋯ (沪(劣 ))⋯ )) (6
.

1 )
枯 . ~ . . . ~ 了~ ~ ~ ~创

N 个

的不动点是映射甲的不动点和周期点
.

周期点对应系统的倍周期运动
.

关于 尹N 的不动点及其

稳定性
,

吸引域等问题的分析方法
,
与前述对沪的分析方 法完全相同

.

七
、

算法的步骤与例题

1
.

将给定的口分割为若干单元
,

对各单元及节点分别编号
,

2
.

按编号计算各节点的映像值并存入相应数组 ;

3
.

按编号计算单元的下述各项 :
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1) 单元日
‘

的线 性映像函数切
: , C ‘, (2

.

5 ), (2
.

6 ) , 2) 计算中
:的特征值并判断是 否 口‘

C

口
s

(5
.

1 ) , 3 )计算占
,
(P= ‘, j, k ), 几z , 几。,

判断是否存在不动点 ((3
.

1 )
,

( 3
.

6 )
,

(3
,

7 )) 、

4 )如果存在不动点
,

用迭代求出其精确位置 ((3
.

8 ), (3
.

9 ) , (3
.

1 0 ) , (3
.

1 1 ))
.

4
.

在口
,

中划分出吸引核口
, (5

.

2) ;

5
.

对口
*
外的各单元口

, , 计算其中心x ‘的映像
,

判断 g :仁口
,

或口
‘

〔 g H , 逐步 形成 吸引

域口
:

及吸引阶梯
、

发散区口
。 及发散阶梯( 5

.

6 } , (5
.

7 ) ) ,

本文以二维映射

二l
+ ‘
二 a x {

欢
十 ‘
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“一 (二 {)
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〕
·

二要一 J % }
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〔〔一 2

.

0 , 2
.

0 〕, 义2〔[ 一 1
.

5 , 1
.

5〕

为例介绍单元映射法的各种结果
.

这些结果由图5、图12 表示
.
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八
、

后 记

本文以映像的单值连续为基础
,

围绕非线性系统大范围动态分析提出了若干概念和方法
:

1
,

把有限状态空间剖分为有限小单元
,

在小区域口
:
内用线性映像代替非线性映像

,

从

而使一个大范围非线性问题归 结为线性问题
.

2
.

提出了像偏量概念
,

不动点存在条件及其搜索方法
.

因而能完成大范围内所有不动

点的求解
,

并使计算是易于收敛的
.

3
.

缩小区
、

吸引核
、

吸引阶梯等概念的引入
,

不仅使吸引区的计算变得大为容易了
,

而且使系统解的大范围结构表达得更清楚 了
.
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