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摘 要

在文 tll 的基础上
,

本文详细地给出了考虑剪切变形的双曲面扁壳基本解的数值计算所需要的

公式和算法
,

这是文〔11 的结果得以推广应用的基础
.

我们还编制了相应的计算程序
.

作为算例
,

分别给出了具有正
、

负和零高斯曲率的双曲面扁壳受法向集中载荷下的位移和内力的数值结果
.

关性词 基本解 考虑剪切变形扁壳 数值计算

一
、

引 言

分析受集中载荷的扁壳在受力附近的位移和内力的变化
,
在工程实际 中具有很重要的应

用价值
.

在经典薄壳理论中
, 已有许多研究结果

.

对于计入剪切变形的扁壳理论
,
利用作者

导出的基本解
〔‘’,

也可以进行该类扁壳在集中荷载附近的位移和应力场的分析
.

由于文〔1〕中导出的基本解形式较繁
, 在数值计算中需要进行一些交换和处理

.

文中详细

地讨论了在不同情况下数值求解的方案
,

给出了相应的公式
.

这些工作较好地解决 了文〔1〕的

结果在进行数值计算中所遇到的困难
, 是文〔1] 中导出的基本解推广应用中不可缺少 的 重要

环节
.

我们还编制了相应的计算程序
,
并给出若干数值计算结果

.

二
、

基 本 方 程

引入五个位移函数中 , (x ,

川 (j ~ 1 , 2 ,

⋯
, 5 ),

计入剪应变的任意二次型双曲面扁壳的五

个平衡方程可表示成
〔‘’

2 {中铃}= {P } (2
.

1 )

其中 {中签 }= [中 : ,

巾 : ,

中。 ,
中一,

少。〕, ,

{P }= 〔夕
: ,
夕, ,
户

: , m : , m , 〕r
/ D

微分算子

, 一
[

v 。一“一 ,
”

v : 一

且)〕(
v Z一

击会) (2
.

2 )V
Besc

.
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式中
v

么

一

斋+
一

子 f ,

a甘
-

口
2

纪2
百无么

口
2

.

1
~ 月l , 二二 ,

一

a 夕
-

B , C , D 分别是拉压
、

剪切和弯曲刚度
,

kl
,
棍分别是扁壳在 x , 夕方向的主曲率

, , 是泊松

比, P
二 , P , , P

: , 。
: , m ,

分别为作用在扁壳上的分布荷载和力矩分量
。

当必 , (劣
,

妇求出后
,

位移可由下式给出

{U 卜~ [ F〕笼巾苦 } (2
.

3 )

其中 灌U }= [ u , 。 , 田冲
二 ,

叻, 〕r

而 5 x 5阶的微分算子矩阵〔F〕的元素在附录中给出
.

内力分量可 由下式给出

{T }= [ R 〕{巾劳 } (2
.

4 )

其中

{T 卜〔万
二 ,

万, ,

N
二 , ,

Q
: ,

Q
, ,

M
二 ,

M
, ,

M
二 , 〕

,

微分算子矩阵〔R 〕的元素在附录中给出
.

设必(x , , )是微分算子了的基本解
, 即中(x ,

g) 满足下面的微分方程

夕〔巾(劣
, y )〕= 占(义

, 夕) (2
.

5 )

式中d (x 刃)是 D ir a e占
一

函数
,
则(2

.

1 )为

{ , · ; 一

JJ
, (X 一“, 。一。,‘p ‘“

, 。, , d “d 。
(2

.

6 )

求得笼巾朴后
,
位移和内力分量可分别 由 (2

.

3)
、

(2
.

4) 求出
.

因此
,
问题归结为求解满足方

程(2
.

5) 的基本解少(二
,

y)
.

该基本解已为作者得到“ ’,
为

, ‘X , 。
卜I:

‘ , (, )d“
(2

.

7 )

叭p )= 万 刀 ,

乙
(r , P )

名“ + 2

(Zm + 2 ) !
〔, + In }

r ,川 + i刀, 一功(Zm + 3 )〕 (2
.

8 )

式中

p = 戈 c o s口+ 夕s in s

r l
= a i , r : = 叮1

+ i叮: , r a = 粉i一 i叮2

刀 , 一〔4二么r
盆(r f一 r 孟)(r l一 r

至)〕
一‘

刀 : ~ [ 4兀
么r 盆(r 委一 r

孟)(r 委一‘)〕
一‘

刁
:
= [ 4兀名r 兰(r 互一 ‘)(犷互一 r 孟)〕

一 ‘

刀
, = o ,

刀
2 = a r e tg }, :

/ , ,
}

,
刀

3
= 一刀

2

二 1

职、, 十 上’~ 台丁
’

(2
.

9 )

沪(1 )= o , v‘ 0
.

5 1 7 2 1 (欧拉常数)

了 2
a l 二 二二 . 二一

~

、1 一

C \‘, 2

二
。 。

. , 。 , ‘ , _ , 、

B C
石刀 )

, “ , = 吸“‘s ‘n
“
U + 份, c o s

一
U ) 气l 一 ”一

,己
, “, = “ , D

。,
= (斌 云亏4 + a Z

/ 4 )‘
, 2 , 11 : = (材 。a

/ 4一 a :
/ 4 )‘

, 2

联立(2
.

7)
、

(2
.

8) 就得到了满足 (2
.

5) 的解 中(二
,

y)
.

为了求出位移和内力分 量
,
还要求

巾(x , 夕)的有关导数
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口七
+ 王中 (戈

, y )

口x 今口夕忍
「

2 万 ‘ 。
. , 。

d 七+ l

= J
。 C 。“

一
以s ‘n

’

U J户叭 ‘甲(p )d 口 (k
一
l= ]

.

, 2 ,

⋯ ) (2
.

1 0 )

三
、

求基本解的数值方法

1
.

墓本解各阶导数的表示

在算子矩阵 〔F〕, [ R 〕中
,
有对变量二 , , 的 9 阶导数

.

通过 (2
.

1 0) 式
,
这些导数值可转

化成对甲(p )导数的数值积分
.

为便于数值计算
,
可把 (2

.

8) 式化成另一种形式
￡‘’

、、j
,

X了刀

。

兄j-l

决

, (。卜 一

;{
。: In .0 .

公
·

,

丫 J 一 占

刀 , + (Zln Ip !+ 3 ) E A , + (3
.

1 )

其 中
x , (r , 户 )= e x p〔r , p 〕E

,
(r j户) + e x p 「一 r , p 〕E

l
(一 r ,

r

户)一 i汀〔e h (r ,户)

一 s h (r , 户)
·

s g n ( p )〕s g n (r , ) (j= 1 , 2 , 3 )

式中E
,
(z) 称为指数积分

, s g n (: , )定义为

( 3
.

2 )

。g n (: , )一

{
j一 ], 2

j~ 3

(3
.

3 )
一 1

由文〔2〕有

券
〔二E

l
(· )〕一

召
: : 二二

,
(· )〕+

旦兴黔
〕

一

, ’
(儿= l , 2 ,

⋯ ) (3
.

4 )

所以
,
通过 (3

.

2) 式可得

d X ,
/ d p = r , 几, (r , p )一 2 / p (j一 1 , 2 , 3 )

其中

几, (r , P )~ e x P [ r , 户] E
l
(r , P )一 e x P [一

r , p ] E : (一 r 了户)

一 i二 [ 。h (r , p )一 e h (r , 户), g n (p )〕。g n (r j 、 (j~ 1
一

, 2 , 3 )

按X , 的同样推导
,
也有

d只, r j户手/ d p = r jX , (r , p ) (j~ 1 , 2 , 3 ”

另外成立如下的关系式

(3
.

5 )

(3
_

6 )

(3
,

7 )

鑫
r

:刀 , 一、;
么 一

、
;

r :

!
鑫

·
, ·

, 一

鑫
·

:·
,

一
,

亥
·

:
一、

一

!
(3

.

8 )

由(3
.

1
.

)、 了3
.

8 )式 ,
可以得到甲加 )的各阶导数

:
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·
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因此 ,
计算基本解及其各阶导数值的问题

,

得到进一步的简化和明确
。

可 以转化为计算函数X , , 几,
‘

j~ 1 , 2 , 3 、,
使问题

2
.

函数x , ,

七的计算

由于 r Z , r 3 ; 刀
2 ,
才3 互为共辘复数

,
所 以由 (3

.

2 )和 、3
.

6、式可知
, x Z , x 3 ; 只2 ,

几s
也互

为共辘复函数
.

因此 ,
在数值计算中只要求出X l ,

几1和从
, 几2 ,

不必再计算x 3 ,
几3 .

因为rl 是正实数
,
由 ( 3

.

2 )和 ( 3
.

6) 及指数积分的性质
,
有

e x P〔r , p 〕E
l ( r l户 ) 一 e x P〔一 r lp 〕E i 厂r l p )

一 e x P [ r , p 〕E f( 】
: : p !

’

+ e x P [ 一 r 1 P〕E
,

( {
: lp })

e x P [ r l户〕E
l ( r l户 ) + e x P [ 一 r l户〕E i ( r , p 、

一 e x P〔r l户〕E i ( }
r l户】) 一 e x P〔一 r l户〕E

,
弋}

: , 户1)

P > O

P < 0

P > 0

P < 0

( 3
_

1 0 )

‘3
_

1 1 )

r之!
、
r
万、
.

‘

一一一一X几

指数积分 E l ( x )
, E ‘( 二 )的数值求解可应用文献〔3 , 4〕的近似公式

.

由于 : 2
是复数

, 函数毛
, 几

2

的数值求解比较困难
.

将 (
.

3
.

2 和 (3
.

6) 中的指数积分和双 曲

函数都展开成级数形式并化简后有

X ,

一
2

熏
‘品条犷

〔: + ‘· ,一川 + ‘“了一‘
、

2阴 + , 〕
1 2、

几, 二 一 2兄
( r , P ) 芯“ 一 ’

( 2阴 一 1 ) !
[ , + I n l

r , p l+ i刀
, 一势 2 。、〕 ( 3

.

1 3

如果 }
r Z
川较小

,
利用上式求解x Z , 机可以很快地得到收敛的结果

,
如果 }

: 2
川 较大

, 用上两

式求解
,
则会引起较大误差

,
而需由下式求得

e x p [ r Z p ]E I ( r Z p ) + e x p [ 一 r Zp 〕E
l
( 一 ; Zp ) 一 汀i e x p [ 一 r Z p ]

e x P〔r Z P〕E
l
( r Z户) + e x P [ 一 r Z p 〕E

l ( 一 r Z户 + 兀 fe x P「r Z户]

e x P [ r Z p 〕E
l

( r Z p ) 一 e x P [ 一 r Z p 〕E ; ( 一 r Z p
、

+ 汀‘e x P〔一 r Z户]

e x p 〔r Zp 〕E ,
(

r Z户 ) 一 e x P〔一 r Z户] E : (一 r Z
户) 一 二ie x P [ r Z p 〕

P > 0

P< 0

P > 0

P < 0

( 3
.

1
一

4 )

( 3
.

1 5 )

rlztL护se‘l、

一一一一X义
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其中e x P [ : Zp 〕E
t ‘ , Zp 飞,

(2 二劣 + fy )

‘z

E , (二) ~

e X p 仁一 : Zp 〕E
,

(一 , Zp 由下而近似公式求解
〔“’
若戈 > 10 或y > 10 , 有

0
_

7 1 1 0 9 3
2 + 0 4 1 5 7 7 5

有

0
_

2 7 8 5 1 8

十
,

几几 五
一

下万 万下 二一十
名 月 ~ 乙

_

‘廿4 乙 匕

0
.

0 1 0 3 8 9

之 + 6
.

2 9 0 0 (3
.

1 6 )

若 }
二

}> 1 5 , (二华 1 0 , , 华 1 0
、 ,

ez E
,

阁 一李矛
1一工 + 〕

1

; 一 1
·

匀
“ + ⋯飞

名 七 2 2 一 2 一
J

(3
.

1 7 )

若 4《 !
二

}( 1 5 , (二争1 0 , 夕华1 0 ) ,
有

_ ,
。

、

了 1
.

] ]
_

2 2 3 3 、

‘一

匀 L“ , = 气拜 丁干 万千 i下 百千 万耳 呀干
”

’

) (3
.

1 8 )

若 }
“

}< 4 , 则可直接用(3
.

1 2 )
、

(3
.

1 3 )计算函数X Z , 几2 .

对不同的区间
,
在 (3

.

1 7 )
、

(3
.

1 5 、

中取不同的项
,
可保证精度小于 1 0 ~ ‘

以下
.

求出了函数Xl
, x Z ,

几
, 几2以后

, 由(3
.

9) 很容易得到甲(p )各阶导数的值
,
如

筹扮一扣
, ·

:一 ,
,
、 ZR e 、刀

2 , :一,
2

) :

翼黑界一省
〔刁

1· : (

一
x Z + ZR e 。、

Z r ; (。十 : , 、2 )〕 ‘吞一 ‘, 2 , 3 ,

沪(p )其余阶导数也可类似得到
.

3
.

数值积分的处 理

在计算基本解时
, 还要计算形如 (2

.

1 0) 式的定积分
。

这可用分段高斯积分来处理
。

计算

过程 中
,
将(。

, 2的分成四个区间
,
每个区间内用五点高斯积分公式

,
可达到很满意的 结果

.

当高斯 曲率为负值时
, 由(2

.

9) 可知 ,
对某些口值

,
会使 八 ~ 0

。

因此 , 积分会出 现奇异

性
.

为避免这种情况
,
先确定出使几 = 0的0值0

。 .

在 2
.

引 的 a Z
中

,
若 k

l

棍( 0 , 则 由

k
, s in “

8
。
+ k

Z e o s “口
。
= o

可得 t g 2
0
。
= Ik

Z
/ k

l

l
, t g o

。
= 士斌 味)2万

1

!

a r c t g 刚 l寿砂吞
,

i

“士 a r c 七g 斌 jk
Z

/ k
l

2二 一 a r e 七g 寸 fk
Z
/ k

l

(3
.

1 9 )

因此 , (o , 2二 )可被划分成四个小区间
,
在这些区间里分别进行数值积分

, 就可避免奇异性
.

四
、

数 值 结 果

利用前几节的公式和处理方案
,
编制了求解考虑剪切变形双曲面扁壳基本解 的 计 算程

序
,
并计算了受法向集中荷载作用的扁壳在不同的高斯 曲率下沿坐标 x = 。和夕“。的位移和内

力的变化
,
将计算结果绘制 成 图 」~ 图 扭 的 曲 线

.

图 中 横 坐标 取 无 量 纲 量 夕
r (户~

〔斌元口二沪5卜
、

/h 〕“
“

斌
一

反
2

千少 ), 纵坐标为广义内力或广义 位移的无量纲形式
,

几何形状参

数变量
r , k

Z

/ k : .
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圈g 奄曲内力M
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,

: = 儿
2

/ 壳
,
) 圈1 0 奄曲内力M
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2
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二
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.
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价
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.
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根据计算结果绘制 的内力和位移随刀
, 及丫的变化曲线与薄壳理论得到的曲线

〔“’
具有相似

的变化趋势
,

只是弯矩的曲线有些差异
,

这是考虑了剪应变而增加 了两个独立变量劝
二

和 价
,

所

致
.

图1 3和图14 分 别给出 了势
二

沿夕~ o , 势
,

沿劣 ~ 0随刀
; 及 : 的变化曲线

,
这 是经典薄壳理论所

不能得到的
.

从图中可 以看出
,
高斯曲率对劝

二 ,

功,
的影响很 明显

.

尤其对于柱壳
,
转角衰减

得很慢
.

五
、

结 论

本文对文〔1 ] 导出的基本解进行 了简化
,
并详细给出了数值计算公式和处理 方 案

,
这些

都是文〔1〕的基本解在数值计算中必不可少的步骤
.

因此 ,
本文的工作使得文仁1〕的结果更具

有实用意义
.

文中给出的算例表明
,
可 以根据基本解的数值计算结果

,
对工程实际中常遇到的扁壳受
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集中荷载作用问题进行辅助分析
.

还可用文〔1〕的基本解作为边界积分方程的核函数
,

并结合

本文给出的数值处理方法
,
分析复杂边界的扁壳在分布荷载作用下的弯曲问题

‘。’.
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