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摘 要

发展了基于胡海昌中厚板的振动与稳定性理论等特征值问题的线法
.

利用常微分方程(O D E )

技巧给出求解固有频率及临界荷载的标准非线性O D E 体系
,

并采用所谓初始特征函数法通过O D E

求解器(S ol v e r )直接解出指定的任一特征值
,

而不依赖于振型正交性等条件
.

算例表明
,

本文方

法是有效和可靠的
.

关盆询 中厚板 振动 稳定 线法

一
、

前 言

关于中厚板的振 动与稳定性分析已有多种数值解法如有限元
、

有限差分及半解析元等方

法
.

本文采用一种更为简单有效的数值方法
—

线法 (M e th o d o f L in eS 简称MO L ) 来分

析基于胡海昌中厚板理论的振 动与稳定性问题
〔‘’.

方法的基本思想是对通过差分或加权残值

手段半离散化了的非线性 O D E 。
,

利用 O D E 技巧及归一化条件等使之标准化
〔“, ;

再利用

O D E S ol v er 求解非线性问题需赋初值
,

采用所谓初始特征函数法
,

即输入与欲求特征值

相应的特征曲面相接近的初始特征函数 (如三角函数或多项式等 )
,

引导O D E S ol v er 迭代

求解时向真正的特征函数逼近并收敛出相应的特征值
.

作者曾对薄板的类似问题作过成功的

尝试 ‘“’.

本文表明
,

对中厚板这类较复杂的特征值问题
,

所述线法是十分有效并且比其它数

值方法更为简单方便的工程数值方法
.

关于线法的历史发展情况及其研究现状
,

请参阅文献〔3〕、〔5 〕
.

二
、

基本方程的回顾

当不考虑横向荷载时
,

胡海昌
〔”中厚板振 动与稳定问题的控制偏微分方程为
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;

并且各个内力是成同比例增加的
.

对振 动问题
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C为板的横剪切系数
.
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,

板内的转角价
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,
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,
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关于边界条件
,

在三种典型的边界条件上
〔”我们再增加对称条件

:

固支边
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功
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上述边界条件的特点是前两个都只与F 有关
,

当剪切刚度C无穷大时即为K irc h hof f理论的

边界条件
,

而( 2
.

]) 式即为薄板的振 动与稳定问题的控制方程
.

三
、

方法的基本原理及问题的提法

其定义为

1
y

‘刃.月户仍�之一
j
谧八r|

b

飞
.

基本方程及边界条件的半离散

在本章的推导中为了简便
,

我们引入平移算子 T
,

T “ , = “, + 1 ( a )

及其逆算子T 一 ‘,

定义为

T
一 lu , 二 u , _ 一 ( b )

若将控制偏微分方程( 2
.

1 )的求解区域

牙二 {( x
, y ) 】0《劣( a , 0簇夕( b卜 ( e )

用N 十 1条平行 于某一轴 (如夕轴) 的直线族

x 二 x ‘, ( f= 1
,
2

,
⋯

,

N + 1 ) ( d )

以等区间h~ a/ N 沿另一轴向离散 (见图 1 )
,

则

定义在少内的方程 ( 2
.

1) 通过用差分法或加权 圈1 矩形区城的半离做示愈
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残值技巧半离散
,

当采用抛物线 中央差分格式时可得如下定义在 直线族二 : (i= 1 , 2 ,

⋯
,

N ) 上

的 2( N + 1) 个自变量关于夕的O D E :

F ;
4 , = 一 ZL : F了一 L , L

I
F ‘+ 久L

Z

〔F ‘一 (F 蟹+ L
,
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其中差分算子L l ,

L l = (T + T
一 ’一 2 )/ h

Z
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.
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关于算子 L
Z ,

“
2

一
{
一 1 (3

.

3 )

其中导数算子D , ,

L
l
+ Za lD , (T + T

一 ‘
) + a Z

D
,
D ,

对于振动问题

对于稳定问题 (3
.

4 )

D
,
= d / d y = ( )

,
(3

.

5 )

我们把与直线族平行的x = 二 l

和 x 二 x N + :

边界线上的边界条件称为边界结线条件
,

与直线

族垂直的边界 (夕= o ,

b) 条件称为边界端点条件
.

则方程(3
.

1 )是在两端点边界条件下求解的
,

但在两边界结线及靠近的内部几条结线上 x ‘(f一 1, 2 , 3 ,

N 一 林N
,

N 十功
,

一般还要根据边界

结线条件加以修正
.

下面给出半离散后的边界条件
,

这些条件不难通过对(2
.

6) 、(2
.

9) 的半

离散并经简单运算化简后得到
.

( 1
_

) 固支边
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:

[ ] 一 (D / C )(L
I
+ D , D

,
)〕F ‘= o , (T + T

一 ‘
)F ‘= 0 (3

.

6 a )

(T + T
一 ‘)f

‘= o (f= 飞,

N + ] ) (3
.

6 b )

边界端点条件
:

(1一 (D / C )L
」
)F

,

~ o , F ;~ o (3
.

7 a )

f ; = (T + T
一 ‘
)f

‘
(i= 1 , 2 ,

⋯
,

N + ] ) (3
.

7 b )
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边界端点条件
:

F ;~ 0 , F 弋二 0 ; f
‘= 0 (‘= 1 ,

2
,
⋯

,

N + x )

2
.

OOE技巧及问题提法

( 3
_

] 3 a
.

b )

用4)5)利

:1
我们知道

,

常微分方程组(3
.

1) 中的特征值 几为(2
.

2a) 或(2
,

Z b )
、

所示的待求常数
,

平凡O D E 技巧为几建立如下一阶O D E

久, = 0 (3

另外
,

为了保证特征函数的有界性
,

还应当引入约束条件或归一化条件

!:
F

“
‘二。

, “’d “一‘

其中二。为F 较大的结线
.

这个条件相当于如下的O D E 提法
:

厂, (夕)~ F 么(劣。
, g ) (3

.

1 6 a )

犷 (o )二 o , 厂(b )= z (3
.

1 6 b )

于是可总结得到关于中厚板振动及稳定性分析 的半离散非线性O D D 边值 问题 的提法
:

在给定的边 界端点条件 (3
.

7 )( 或 (3
.

9) 或(3
.

1均或 (3
.

1 3 )) 和补充边界条件 (3
.

1 6 b )下

求解如下标准非线性O D E s :

矛 = 叭 犷二= F 是

尸奋,) = 一 ZL
I
F 了一L

, L , F ‘+ 只L Z〔F一 (F 了+ L l尸‘)D / C〕
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,

N + 1 ; 0 ( , 《b )}
边界条件 犷(0 ) == O , 犷 (b) = l

-

边界端点条件 ( 3
.

7 )或 ( 3
.

9 )或( 3
.

11 )或 ( 3
.

飞3 ) ,

, 一。
,
。

}
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.

: 8 )

当定义在 i一 1和N + ] 两边界及其附近 的结线上时
,

( 3
.

片 )中第三第四 两式还需根据相应 的幼立

界条件 (如 ( 3
.

6) 或 ( 3
.

8) 等等 ) 作修正
.

( 3
.

1 7) 式的求解可给出板内任意点 的特征对
,

即特征值和任意点的特征函数值
.

但在工

程中
,

振动问题关心的主要是固有频率
,

而稳定性分析感兴趣的是临界荷载
.

因此一般情况

下可不考虑关于f的O D E 及相应的边界条件
,

除非要计算特征对
.

四
、

方法的实施及初始特征函数法

1
.

方法
一

的实施

图2所示板两相邻坐标边为对称边 ( x = 叭 y = o )
,

~ a) 并在固支边作用均布压力P
, 。

我们就计算

固有频率和临界荷载来说明本文方法的实施
。

已说明这里 f 不必计算
。

(3
.

17 ) 中关于

F 的O D E 当定义在 i 二 1 , 2结线上时要涉及 i =

一 1 , o两虚结线 x 一 x _ 1 , x = x 。上的值 F
_ : ,

F
。,

而

这两虚结线上的F 可由边界结线 条件 ( 3
.

1 2 a)

给出 F
。= F

;
和F _ ,

一F 。.

对 i = N + l 的简支

边“ = ‘ , 十 , ,

同样方法可由( 3
.

8a) 式给出F H 十 ;

二 0 ,

和F 二十 2 = 一F 二
。

即
,

在二= x 二 十 1
边上

另一边为固支 ( 夕二 b) 一边为简支 ( x

}
}
}
!

_ 1
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llll
产产
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h

------- 口口

1 2 ⋯ ‘⋯ N N +
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}
}

{‘
N + 2

两边对称一边固支一边筒支板
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F N 十 1
= 0 已知

,

不必再建立关于F 的求解方程
.

于是我们可得如下定义在 N条结线上的标准非

线性O D E s :

、..............户
1

1se
夕了

刀二叭 犷是= F 莞

F f4) ~ 一 4(F 譬一尸犷)/ 护一 2 (F
: 一 4F 2 十 3F

:
)/ 尸 一几L

3

〔F
,
一 (D / C )( F r

+ 2 (F Z一 F l) / h
Z
)〕

F 尸 = 一 2 (F 譬一 ZF 誓+ F 了) / 护一 (F
4 一 4F

3
+ 7F

2一 4F
,
)/ h

4 一只L
3

〔F
Z

一 (D / C )(F 譬+ (F
3
一 2F

2
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;
) / h

Z
)〕

F 犷
, = 一 ZL

I
F 了一 L , L

I
F ‘+ 久L

3

〔F ‘一 (D / C )( F了+ L
:
F ‘)〕

(4
_

] )

(i= 3
,
4

,
⋯

,

N 一 2 )

F 娜
, = 一 2(F 笑一 ZF另

一 1+ F另
_ 2)/ 护一 (一 4F 二 + 6F N _ , 一 4 F 二 _ 2十 F N _ 3

)/ 尸

一之L
3

[ F 二 _ ; 一 (D / C )(F另
_ ;

+ (F 二一 ZF 二 _ ;
+ F 二 _ 2 ) / h

么
)〕

F 护二 一 2 (F炙
_ , 一 F另)/ h

“
一 (SF 二 一 4F N _ ,

+ F N _ 2
) / h

弓一只L 3〔F N

一 (D / C )(F 炙+ (F 二 _ 1
一 ZF 二 ) / h

Z
)〕

其中对于振 动问题 几为 (2
.

2a) 所示
,

算子L
3
~ 一 」

.

;
对 于 稳 定 性 分 析 几一九/ D

,

而算子

L
3
~ D

,
D

, .

于是
,

我们可将定义在N 条结线上的N + 2个O D E (4
.

1 )
,

连 同夕~ 0 的对称端点条

件 (3
.

]3 a) 和 夕= b的固支端点条件 (3
.

7 a)
,

按规定格式编制输入程序输入O D E S ol v e r ,

并按

照如下的初始特征函数法赋初值
,

一般经过三五次迭代就可收敛出指定的频率值或临界荷载

2
.

初始特征 函数法

一般说来
,

当要求不同特征值 时还需利用振型正交性等条件以便求出指定的特征值
.

本

文采用所谓初始特征函数法可避免利用正交性等条件而能方便地求出第任意个特征值
.

作者

在文献仁3〕中首次采用了这种方法并成功地用 于薄板振 动与稳定性分析
.

所谓初始特征函数 法
,

它的基本思想是利用 O D E S ol v e r 求解非线性 O D E 时需赋初

值
,

用与欲求的特征值相应的特征曲线或挠曲线 (梁 )
,

或特征曲面挠曲面 (板 ) 相接近的

函数 (可取多项式或三角函 数 等 ) 作 为 初 值
,

来 引 导 O D E S ol v er (本文选用 CO L

S Y S[
. ’〔” ) 迭代求解后收敛出相应的特征值

.

由于 已发展的几个O D E S ol v e r 非线性功能

很强
,

我们在取初值时可不加区别固支还是简支
,

例如对于矩形中厚板
,

不论是四 边固支还

是简支
,

或是部分边界固支部分简支
,

均只须取如下初始特征函数

F , = 。in
-
塑叮些i o in 丝巧些 (f= 1

.

2 二
,

二 N + 1 ) (4
.

2 )

“ 一
” “

‘ a 一“
‘

b
、 ’

‘ ’“ ’

C O L S Y S一般经过不到 5次迭代就逼近真正的特征函数并收敛出相应的几
。 。 .

文献 [ 3 ]给出了其它几种边界情况的初始特征函数
.

五
、

计算实例与简单讨论

本文选用的O D E S ol v e r

—
C O L S Y S 〔6 , ’3 是 目前国 内线法研究人员使用得最多

、

也

最为方便可靠的软件程序
.

作者还要感谢 C O L S Y S 的研制者 A s c h e r 教授提供了关 于

C O L S Y S的最新版本C O L N E W
‘8 ’,

并拟在以后的工作中加以开发和使用
.

在使用CO L S Y S 时用户需给出几个参数
:
每个子区间的高斯配点数

—
N COL P , 初
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始网格的子区间数
—

N S U B I ;

本文所有算例均取

N CO L P = 5 , N S U B I= 1

T O L E R = 0 0 1

及每个解答分量的误差限
—

T O L E R
.

_ _
」立一

其中误差限只控制只
,

犷及F 而不控制F 的各阶

导数的解答分量
。

另外
,

关于几和 犷 的初值恒

取护 ~ 犷吴~ 1
.

计算采用单精度
,

微机为IB M

一P C型
.

例 1 四边简支矩形中厚板的固有频率及

临界荷载P
二

考虑对称性
,

取 l
一

/4 块板并织上 N + 1 = 5条

网线如图3示
.

令固有频率系数
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圈 3 四边简支板网线划分

护砂
k
。
一几

· b
4 Po Z

临界荷载系数

k万 = 只
· b

Z
P

二

b
Z

汀 2
一 D 汀 2

以及剪切系数 九
D 兀2

= 亡
’

护

如求关于坐标轴两两对称的特征 曲面相应的特征值时
,

可取初始特征函数

F 答~ e o s

两两反 对称时

F 甚= 叭 n

m 兀劣‘/ 2
a / 2

C O S

n 兀 y/ 2

b / 2
(m

, ”= 1 , 3 , 5 ,
⋯ ) (5

.

1 )

m 兀x ‘/ 2
a / 2

n 兀夕/ 2

b / 2
(阴

, n = 2 , 4 , 6 ,

⋯ ) (5
.

2 )

当求仅在 x 方 向 (或 , 方 向) 为正对称时可取

F ; = c o s
m 汀劣‘/ 2

a / 2

粉二g / 2

b / 2

n 汀g / 2

b / 2

(。一 飞
, 3 , 5 ,

一
2 , ‘, 6 ,

⋯ ,

1
(。一 2 , 4 ,

⋯ 6 , ; 。一 1 , 3 , 5 ,
⋯ ,

{
(5

.

3 )

或 F I~ 戒 n -
m 二戈‘/ 2

a / 2
CO S

当占
。
~ 0

.

2时
,

就不同长宽比 b/a 算得前三个固有频率系数 寿
。

与解析解
〔。’比较见表 ]. 当

b/
。 = 」的方板

,

就不同厚跨比的剪切系数 d 。求得前三个频率系数与解析解比较在表 2中
.

关于

临界荷载的计算
,

就 a/ b 不同比值及不同的剪切系数 d。
,

求得临界荷载系数 杨 与解析解比

衰 1 四边简支中厚板饥二 0
.

2时不 同长宽比的前三个报本系盆与解析解比较
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四边简支中厚方板不同剪切系橄的前 3个翔率系教k 。

与娜析娜比较
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表3

占‘

四边简支矩形中厚板在均匀纵向压招下的临限掩旅系教肠的比较

a/ b

}

」 0
.

0 5

⋯
。

·
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{

{
J o

·

0 5

{ (j
。

2

}

0 4 0
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8

8
.

3 80

6
.

1 5 4

4
.

8 6 2

3
.

4 2 4

2
.

1 52

4
.

16 1

3
.

6 9 0

3
.

3 1 5

2 7 5 6

2
_

0 6 0

3
.

9 4 9

3
.

5 92

3
.

2 94

2
.

8 26

2
.

0 7 6

4
.

3 9 5

3
.

9 02

3
.

44 9

2
.

7 98

2
.

0 32

3
.

9 9 8

3
.

5 9 9

3
.

2 7 2

2
.

7 6 8

2
.

0 3 6

本文方法

8
.

4 10

6
.

1 72

4
.

8 7 5

3
.

4 3 3

2
.

15 6

生
.

2 0 3

3
.

7 2 5

3
.

34 5

2
.

了7 9

2
.

0 7 5

4
.

0 0 0

3
.

6 36

3
.

3 3 3

2
.

8 5 7

2
.

0 8 3

4
.

4 70

3
.

9 3 3

3
.

4 74

2
.

8 17

2
.

04 4

4
.

0 4 5

3
.

6 3 8

3
.

3 06

2
.

7 9 5

2 0 4 6

3
.

6 36

3
.

3 3 3

2
.

8 4 5

2
.

04 1

解析解闭

较在表3
.

从表 1和表 2的结果可见
,

只取N 二 4 ,

本文

方法经三五次迭代就收敛出具有足够精确度的

前3个频率
.

表 3关于临界荷载的计算结果也同

样令人满意
.

值得注意的是 当剪切系数占
。= 。,

即剪切刚度 C o co 时
,

无论是振动 (表 2) 还是

稳定性分析 (表 3 ) ,
本文的M O L 均收敛出薄

板相应的解
.

即本文方法是厚薄板通用的
.

例 2 对边固支另对边简支矩形板的固有

频率 及临界荷载P,

lll
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圈4 对边固支另对边简支板网魏划分

仍取 1 / 4板织上N + 1条网线见图4
.

当N二 4时就不同长宽比a/ b和剪切系数 占。算得板的

基频系数与解析解
〔。’比较见表 4

.

当荷载作用在固支边上时求得临界荷载系数与解析解比较

表4 对边固支另对边简支中厚板第一固有颐率系教k 。
与解析解比较(N = 4)
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表5

唐 寿 高 袁 驯

加旅边固支另两边简文中厚板在均匀压能下的临界荷暇系教壳
,

的比较

占a 0
.

05 0
.

2

a / b
⋯—0.u

一
! MO L I解析解L9 1 { MO L 解析解【叼 M O L 解析解 [ 9 1

;

MO L 解析解仁月

2
_

0

2 5

5
.

1 3 7

4
.

8 0 2

4
.

4 6 8

5
.

17 9

4
.

8 4 7

4
.

5 2 2

4
.

3 75

4
.

1 77

3
.

9 9 6

4
.

4 13

4
.

2 1 7

4 04 1

3
.

8 14

3
.

6 96

3
.

59 7

3
.

8 4 9

3
.

7 3 1

3
.

6 3 3

3
.

0 3 4

2
.

9 9 2

2
.

92 0

3
.

05 9

3
.

0 15

2
.

9 4 3

见表 5
.

为了考察方 法的收敛性
,

取线 数 N ==

4 , 8 和 16 三种疏密的网线划分算出三种不同

长宽比的基频见表 6
.

可见
,

收 敛性也令人满

意
。

上面两例中当N = 4时
,

振动或稳定 性 分

析每次计算一般约为10 分钟
,

当N 一 16 时则约

表6 饥= 。
.

1时荟级系教
-

一解的收故性

坷
。

1 6 解析解

0
.

4

0
.

6

.

::;

3
.

46 8

3
.

6 4 4

3
.

98 5

3
.

46 8

3
.

6 4 5

3
.

9 8 6

3
.

4 7 2

3
.

6 6 2

4
.

0 2 5

需 1 小时
.

另外
,

具体计算时应对几种可能的振动或失稳情况选择相应的初始特征 函数分别

计算后
,

取得小的特征值 即给出临界荷载或第一固有频率
,

其次的为第二固有频率等依次类

推
,

这与解析求解或其它数值方 法相同
.

、
_

/ \ 、 结 语

计算表明
,

本文方法求解中厚的固有频率和临界荷载相 当有效
.

这种方法原理简单
,

厚

薄板通用
,

只须编制简短的输入程序利用 O D E S ol v er 在一般微机上以较少的线条和计算

时间就可算出具有足够精度的固有频率或临界荷载
,

而不需要其它方法所要求的振型正交性

等条件
,

是一便于工程应用
,

计算稳定可靠
,

具有竞争力的工程数值计算方法
.

[ l 」

〔Z J
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