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摘 要

本文利用半等价算子
。:

和相等化算子占
,

研究了复杂系统的聚类问题
;
阐述了分析运筹复杂系统

的次1
,

3 )解藕原理
、

对偶转化原理和大系统分解原理
;

详细讨论了复杂系统的连通性与解藕性并

提供了有关定理
.

最后
,

利用泛系聚类方法讨论了复杂系统的层次分析
.

关工词 半等价算子 等价化算子 泛系聚类 连通性 解藕性

泛系聚类方法是分析运筹复杂系统的一种新方法
, 其主要内容是利用泛系算子把各种各

样的二元关系族转化成各种半等价关系(相容关系 ) ,
然后按半等价关系进行聚类划分

’‘’.

在

泛系聚类方法的基础上
, 本文介绍了与系统科学

、

哲学
、

自然辩证法
、

经济学有关的一些泛

系理法
。

一
、

泛系算子与泛系聚类

相容化算子
。‘和相等化算子d

‘

合称为泛系算子
, 记为0

.

所谓泛系聚类
,

就是利用泛系算

子 0 将广义系统或泛结构
‘“ , “’
转化为某种相容关系类或相等化关系

.

也就是说
, 0即为如下映

射关系 ,

0 : 广义系统
一

相容关系类或相等化关系类
.

设G 为给定的集合
,

定义么关系

I ~ I( G )= 魂(%
,

x) }x 〔G }

包含么关系的二元关系称为具有自返性
, 这样的二元关系总体记为

R 〔G )~ 笼j }IC= f }
,

fC A “

如果f ~ f
一 ‘,

则称为具有对称性
,

其总体记为

S仁G )一毛f }j
一 ‘
二了}

并用 S能 G )一谧f }f n f
一 IC 升

和 T [ G )= {f }f
‘2 , C f }

分别表示具有反对称性和传递性的二元关系集合
.

这里j
‘幻
表示复合j

o

f
.

令 E
,

〔G )
,

E 〔G )
,

L 〔G )分别表示半等价关系
,

等价关系与半序关系形成的二元关系集合
,

.

本文得到兰州大学重大基金课题
‘

复杂系统的建模原理与方法
,

资助
.
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则
.

E
,

仁G )= R 〔G ) 日S 〔G )

E (G ) = R 仁G )门S 〔G ) 门T 〔G )= E
:

〔G ) 门T 〔G )

L [ G )= R 〔G ) 门S
。

〔召) 门T [ G )

记。。
为相容化算子

, G 为给定的集合
, g C G 气 则

e‘(g )〔E
,

「G )
,

按
。‘相容的聚类是G 的

一些子集‘
, ,

记为

G = U G , (d o . (g ))

这就是按相容关系对G 的聚类
.

G ,
实际上是G 中相对于

e‘
的最大相容子集

, 它满足

G , = m a x {D ID C A
,

D
Z

C e ‘}

它们之间可能相交
,
也可不相交

, 子集的个数可能是无穷大 (}{了} }” oo )
.

以G , 为元素形成

的集合叫做G 对
e‘
的商集或商系统

:

{G , }= G / 。‘

由G 到G ,
的自然转化或二元关系

f
。、

一 {(二
,

G , ) lx 〔G
, } C= G x (G / 。

‘
)

叫做商化
, 其逆转化 f郭叫做积化

.

下面我们给出价的具体定义
.

定义 1 (相容化算子 ) 设 I~ {(二
,

幻 }二〔G }
, g C G

么,

我们定义
:

。 , (g )二夕U g 一 ,
U l

, 。2 (g )二 。;
(g 门g 一 i )

。3 (g )= 。:

(g ‘门g 一 ‘

)
, : ‘(g )= 。: (g

。

夕一 ’)
, 。6

(g )二 。, (g
一 , 0

9 )

。‘十 。(g )= 。‘(夕)= 。‘(口
2
一 g ) (i二 1

, 2 ,
⋯

, 5 )

其 中梦为传递包
.

根据上述定义
,

算子
。,

具有基本的意义
.

现在
,
我们具体讨论如何利用算子

。; 把一般二

元关系转化为半等化关系
.

设 g 〔 G
“

为一般的二元关系
, 要把 g 改造为相容关系

, 就是使g 满足 自返性和对称性
:

( 1 ) 使夕自返化
,
即g ~ g U I

,

I泣 g U I
.

( 2 ) 使 g U I对称化
, 即 g U I~ (g U I ) U (g U I )

一 ‘~ g U g 一 ‘

U l
.

令
。,
(g )= g U g 一‘

U l
,

则 。 ;

即为相容化算子
,

即 。, : P (G
Z
) , E

:

〔G )
,

这 里 P (口
2
) 为

‘
“

的幂集
.

例 1 设G = {1
,

2
,

3
,

4
,

5 }
,

g = {( 1
,

2 )
,

(2
,

3 )
,

(4
,

5 )}
,

求
。: (g )

,

并按
。l

(g )聚

类
。

解 根据定义
。,

(g )~ g U g 一 ,
U l

.

所以
习1

(g )= 夭(1
,

2 )
,

(2
,

] )
,

(2
, 3 )

,

(3
,

2 )
,

(4
,

5 )
,

( 5 , 4 )
,

(J
, 1 )

,

(2
,

2 )
,

(3 , 3 )
,

(4
, 4 )

,

(5
, 5 )}

按
。,

(g )〔E
,

〔G )对G 进行聚类
,
有

G = U G , (d 。: (g ) )= {1
,

2 }U 笼2
, 3 } U {4

, 5 }

由此可见
,

这 是一个不分明聚类
.

定义 2 (等价化算子 ) 设 G 为给定的集合
, g C G

Z ,

我们定义

占
‘
(夕)= 〔。‘(g )〕

‘
(i= 1 , 2 ,

⋯
, ] o )

d
。
(g )= m a x 夭占Id〔E (G )

,

d《g }

占
1 1 (g )== 占

。

[ 君: (g )〕
,

乙1 2 (g )= 己
, 1

(夕)== d lx (G
么
一 g )

这 里的改造方案是容易理解的
,
由于等价关系就是在相容关系的基础上再加一个传递关系

,
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因此
,

把。‘(g )〔E
,

〔G )传递化
, 就变成了等价关系

.

氏算子把广义 系统或泛结构转化为某种等价关系
.

若g c G
Z ,

则占‘(g) 〔E (G )
,

从而有

G == U G , (d d ‘(夕))

这就是按等价关系对 G 的聚类
.

与相容聚类不同的是
,
等价聚类是一种分 明聚类

,

即G ‘
门G 。

~ 献 l铸 m )
.

例 2 设G = {i , 2 , 3 , 4 , 5 }
, 夕= {(i

, 2 )
,

(2
, 3 )

,

(2
, 2 )

,

(4
,

5 )}
,

求占
l
(g )

,

并

按 d : (g )对G 进行聚类
.

解 根据定义占
;

(g )= 〔。
,
(g )〕

‘
= [ g U g 一 ‘

U l〕
‘

则有

d
l
(g )= 1 U g U夕

一 ‘

U 9
0

夕一 ‘U g 一 ‘O

g U 夕(2 , 0

9 一 ‘

U 夕
。

夕一 ‘2 ,
U 9

0

9 一‘ O

g U g 一 ‘o

夕
0

9 一 ‘
U ⋯

= {(1
, 2 )

,
(2

, 3 )
,

(4
, 5 )

,

(2
, 1 )

,

(3
,

2 )
,

(2
, 2 )

,

(5
, 4 )

,

(1
, 1 )

,

(4
, 4 )

,

(3
,

3 )
,

( 5 , 5 ) , (1 , 3 ) , (3 , 1 )}

按占
,
(g )对 G 进行聚类

,
我们得到

G = U G , (d d
l
(夕))= { ] , 2 , 3 } U {4 , 5 } = G

,

U G
Z

这里G
l
二 { 1, 2 , 3} , G

Z

~ 抖 , 5 }
.

由此可以看出
,

在G
,

与G
Z

之间没有g 的联系
,

即G
l

与G Z
对

于占
,

是解藕的
.

二
、

6 (1
,

3) 解藕与对偶转化原理

上面定义的泛系算子对于处理复杂系统提供了方法论性的和数学化的原理
.

下面主要介

绍由算子占
:

和 d
3

引出的叔 1, 3) 解藕原理和由
。。

算子引出的对偶转化原理
.

d (1 , 3 )解藕原理 对于给定的夕〔尸(G
Z
) , G = U G , (d 乙勿) )

,

设 d = d , (g ) , 则 G , 之间

没有g 通道相连
,

从而 G 能分解为相对于 g 的绝缘子系统的充要条件 是 d , (g )铸 G
“; 设 d -

占3 (g)
, 则G , 之间或者相对于g 为不相连通

, 或者只有单向串联通道
, 因而G 能分解为相对于

g 绝缘或单向串联的子系统的充要条件是占
3 (g )沪 G

“ .

根据上述原理
, 占

,

算子使复杂系统分解为没有g 联系的子系 统 G / 占, (g) = U‘ , , 其充要

条件是等价关系占
;
(g) 不等于 G

“ .

d
l

对于系统解藕的这种作用实际上是一种对 关系 g 的黑箱

化作用
.

据此
,
可以对于控制论中的黑箱方法研究提供新的思路和启迪

。

设S ~ (A , B )为一个要黑箱化的系统
〔心 , ,

其中A为某一给定的集合
, B 为A 上的关系集

合
.

利用占
:

进行黑箱化的基本思路是先形成一个扩展 系 统 Q = (C , D ) , S c Q , A c C
.

然

后再作投影f
: C , E , E 为引入的C的影系统

,

目的是使f( A )〔E , 即在投影f 作用下把系

统S 的硬部A变为E 中的一个元素
, 因之 夕 A 的内部被屏蔽 了

.

其具体步骤如下
:

( 1 ) 构造一个扩形系统Q = (C
,

D ) , S仁Q
,
月仁C

.

( 2 ) 求出d , (A
Z
)

.

( 3 ) 用氏对 C进行商化
.

由此得到

C / 占
,

(A
Z

)= {{, ; } , {二
2

} , ⋯ , A }“〔A }

这时 , A 成为C / d
l

(A
“
)中的一个元素

,
相当于把 A的内部屏蔽 了

.

如果 A 中有两点
, 则 黑 箱

化后变为一点
, 相应 的点间连线变为自返的

.

若A 内的点与 A 外的点有联系
,
将不 受 此影

响
.

这相当于f
: C , C / d

,

(A
Z
) ,

f (A )二 A〔C胭
; (A 么)

.

算子占
3
使系统分解为没有g 联系

, 或者只有单向g 联系的子系统
, 因此‘/ 占

3 (g) = U G , 是
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对于g 中非单向性联系的
“

黑箱化
”

屏蔽
.

利用d( 1 , 3) 解祸原理
,
可以推得下面的大系统分解原理

:

大系统分解原理 对于泛权网络g: G
“

, 砰
, D c 牙

,
则G = U G ,

(d 占
,

(g
。

D ”表示‘
,
为

D 水平上的不可约基砖
.

在图论上表示G ,
内是按d ; (go D )连通的

,
而G , 之间是相对绝缘的

,

也即G , 之间没有权重属于刀的路相联
.

当把d
,

推广为占
3

时 , 则对应一种广义可约性
, G ,

内有

D 水平的强连通 (参见下节 ) ,
而G , 之间或者D 水平绝缘

, 或者只有单向的联系
.

算子
。。能够使远与近

、

连接与间断等关系相互转化
。

更一般地
,
我们有如下对偶转化原

理
:

对偶转化原理 设 口= 。。(占), 则d = 。e

(8)
.

对 6二。; (g ) , 。2 (g ) , 。3 (g ) ,
有 0= e ,

(g ) ,

e 。(g ) , ￡。(g
‘
)

。

证明 先证当d = e ,
(夕)时 , 夕= e ,

(g )
.

实际上
, 当d = 。,

(g )时
,

0 = e。(。
1
(夕)) = 。l

(去
l
(g ) ) = 瓦硬百

一

) U
一

〔若
1

而刃
二‘一

U l

~
一

百口一
1

一

U (互O互万可U l

= (夕门歹
一 ‘
) U (口

一’

门夕) U l = (夕门夕
一 ’

) U l

而
。,
(g )= 。2 (夕)= 。 :

(夕自夕
一 ‘

)= (夕自夕
一 ‘

) U (夕自夕
一 ‘)

一 ‘

U l = (夕自夕
一 ‘) U l

所以
,

当占= e ,
(夕)时 , 0 = 。7

勿 )
。

#

类似地
, 可以证明其它各式

.

对偶转化原理可以有多种语义解释
.

这 里我们从事物的联系与解除联系的角度给出其解

释 :

( 1 ) 当(二 , , )以二
。;时 , 由于。,

(g )= 9 U g 一 ‘

U l ,
表示 x 与夕之间或者正向联接一次或

者反向联接一次
, 称为一次连通 , 这时0= ‘(旬 = : ?

(g) = (夕自夕
“‘)U l ,

表示二与y 之间既没

有用g 正向连接一次也没有用 g 反向连接一次
,

称为一次解藕
.

因此 , 占与0在
e。的作用下恰为

连通与解祸的相互转化
。

( 2 ) 当(二 , y )〔d = 。2时
,

由于 : 2(g )= 。l
(g 门g 一 ‘

)= (g 门g 一 ‘)U l ,
表示‘与夕之间即要

用 g 正向连接一次
,

又要用 g 反 向连接一次
,

称为一步强连通
.

这时 , 0二。2 (句 ~ 。。
(g )~ 。:

(引

~ 夕U 夕
一 ‘

U l ,
表示 x 与 g 之间或者没有一次正向连接

,

或者没有一次反向连接
,
称为一步弱

解藕
。

因此 , J与0表示一步强连通与一步弱解祸的相互转化
。

( 3 ) 当(二
, 夕)〔占= 。:

时 , 0= 几(g
‘
)

.

这时表示的是强连通与弱解祸之间的相互转化
.

三
、

连通与解藕关系

所谓连通性
, 是指二与夕之间存在着某种通路

,

使二与 , 之间可用联系连接起来
.

连通有

多种方式
,
下面是一些具体定义

:

定义3 (连通性 ) 当(x , 夕)〔。
,

(g
‘

)时
,

称二与夕之间具有g 连通性
,
或可 用g 连接

.

根据上述定义
, 。 ;

(夕
‘
)二 g ‘

U夕
一 ‘

U l ,
若 (x , 夕)〔g

‘
~ g U夕

‘2 , U g ‘3 ,
U ⋯

, 表示从戈到夕或

者连接一次
、

或者连接两次
、

或者连接三次
, ⋯ ; 若 (二 ,

妇〔g
一 ‘
“ g 一‘

U g 一 ‘劲 U g 一 ‘3) U ⋯ ,

表示从夕到 x 或者连接一次
、

或者连接两次
、

或者连接三次
, ⋯

。

定义4 (强连通 ) 当 (x ,
妇e

3 (g )时
, 称二与y之间具有强连通

,
或可用 g 强连通

.
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根据算子
。s

的定义
, 。3

(g )二 。;
(g

‘

门夕
一 ‘

)= (g
‘

门夕
一 ‘

) U 1
.

若 (x , , )〔(g
‘

门夕
一 ‘
) ,
表示从

二到y既要正向连接一次
、

两次
、

⋯ ,
同时又要反向连接一次

、

二次
、 ·

⋯

定义5 (n 步连通 ) 当(二 , 夕)〔。 ; (夕‘
” , )时 , 称 二与夕之间为

n步连通
,
或可用夕连接

n
次

.

根据
。;

(g ‘, , )的定义
, 。1

(夕‘
” , )一夕‘

” ,
U夕

一 ‘” , U l , 因此 , (x , 夕)〔e ;
(g ‘, , )意味着 x 与夕之

间或者正向连接
n
次

,
或者反 向连接

n
次

.

定义6 (n 步强连通 ) 当 (x , 夕)(。2 (g ‘
. , )时 ,

称二与y之间为
n步强连通

。

实际上
,

e Z(g ‘。 ’)= e , (g ‘. ,
门g 一 ‘” , )= (g ‘

”’
门g 一 ‘” , ) U (g ‘

” ’
门g 一 ‘” , )

一 ‘
U l

= (g (招 ,
门夕

一 ‘” , ) U l

所 以
, (二 ,

妇〔
。2

(g ‘
” , )表示二与g 之间既要正向连接

n
次

,
同时又要反向连接

n
次

.

连通性的反面是解祸性
,
它是指x 与夕之间解除了某种联系

, 因而x 与 夕之间 不存在某种

通路
.

与连通性相对应
,
解藕亦有多种形式

,
下面给出几种典型解藕的具体定义

:

定义了 (强解拙 ) 当(x, 夕)e
?

(g
‘
)时 , 称 X 与夕为强解藕

.

根据定义
,

。;
(夕

‘
)= : 2

(夕
‘
) = : ,

(夕
‘

门夕
一 ‘

)= (夕
‘

门夕
一‘
) U l

当(二 , 夕)〔e 7

(g
‘

)时意味着x 与y之间既没有正向连接也没有反向连接
, 因而是 完全解除了联

系
。

定义 s (n
步强解祸) 当 (x , 夕)〔。

,
(g ‘介 , )时 ,

称x 与 , 之间为
n 步强解藕

.

实际上
,

e ,

(g ‘” , ) = 。2 (夕‘
” , )= 。;

(歹‘
” ,
门口

一 ‘介’)= (夕(”,
门夕

一 ‘” , ) U l

当(二 , 夕)〔。
?
(g (” , )时 ,

意味着 x 与 g 之间既无
n
次正向连接亦无

n
次反向连接

.

定义 g (弱解藕) 当 (二 ,
川〔几(g

‘
)时 ,

称二与夕之间为弱解祸
.

根据定义
, 。6

(g
‘

)= 。 ,
(夕

‘
)= 夕

‘

U 夕
一 ‘

U l
.

(x , 刀)〔。
。
(夕

‘
)表示 二与 g 之间或者 没 有正向连

接或者没有反向连接
.

定义 1 0 (。步弱解和{) 当(x , 夕)〔。
。
(g ‘

” ) )时 , 称 二与刀之间为
n
步弱解袱

.

实际上
, 。。(g (” 少)= 。1

(夕‘
” , )~ 夕‘

” ,
U 夕

一 ‘,
、

U l
.

当(x , , )〔。
。
(夕‘

” , )时意味着x 与 , 之间或

者没有正向
。
次连接或者没有反向

n
次连接

.

根据以上讨论
, 我们不难得到如下定理

:

定理 1 若 G = U G ‘(d o 3
(g ) )= U G , (d e。(。

3
(夕))) ,

则G
‘

是强连通
, G , 是弱解祸

.

证明 根据定义
。3
(g )~ 。 ,

(g
‘

自夕
一 ‘

)= (g
‘

门g 一 ‘
) U l

当(x , 夕)〔。
3

勿 )时意味着 x 与夕为强连通
.

设 x , 刀〔G ‘
且 (x , 夕)〔。。(夕) , 则G 。

为强连通
.

。。

为对偶转化算子
夕 。3

为强连通算子
,
所以

, 。。(。3 (g ”为非强连通算子
,

即弱解藕算子
.

若 x , 夕〔G , ,
且(二 , 夕)〔。。(。

3

(g )) , 则G ,
为弱解祸

.

#

定理2 若 G 一 U G , (d 。
;
(g ‘

“ , ))= U G , (d : 7

(g ‘
” ’))

,

则G ‘是 n 步弱连通
, G , 是 n 步强解祸

.

证明 根据定义
, 若 (二 ,

妇e
,

(g
‘川 ) ,

意味着二与y之间可用g 或者正向连接
n
次

,
或者

反 向连接
_

n
次

,
故 二 , 夕〔G ‘

为
, 步弱连通

.

当(x , g )〔: 7
(g ‘”’)时 ,

表示二与 , 之间既没有正向
。
次连接

,
也没有反向

。
次连接

,

故x.

夕〔G ,
为

n 步强解藕
。

#

定理 s 若 G = 〔JG
‘

(d e .
(g

‘
))= 日G 、(d 。

;
(夕

‘
)) ,

则G ‘
为连通

, G ,
为强解藕

.
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证明 当 (x , 夕)〔￡
:
(g

‘
)= g ‘

U g 一 ‘

U l = g U g ‘2 ,
U g ‘3 ,

U

x 与 , 之间是连通的
.

故x , 夕〔“是连通的
.

谋

⋯ U g 一“ ,
U g 一 ‘2 ,

U ⋯ U l , 表示

当(x , y )〔。
?
(g

‘
)二 e : (夕

‘

)~ 。,
(口

‘

门歹
一 ‘
)= (夕

‘

门夕
一‘
) U l时 ,

表示 “ 与 , 之间既无正向连

接
, 又无反向连接

。

故二 , , 〔G ,
为强解藕

。

四
、

复杂系统的层次分析

层次性是一种客观存在的事物属性
.

从泛系观来看
‘“’,

层次是事物之间的一种特殊的泛

序结构
.

可以按照不同的方法或方案引出事物的层次结构
.

泛系聚类为复杂系统的分层提供

了一种新的思路和方法
.

设有广义系统S 一 (A
,

f ) ,
fc A

a
x 不为泛权关系

, a〔{n , [ n j
, , } , 其满足

A ‘” ’二 A U A
Z

U A
3

U ⋯ U A
” , A 朴 = A U A

Z

U A
3

U ⋯

并设

0
:

P (A
a

)令E
,

〔A )

为泛系算子
, 则对于泛权水平刀c 不

, 火f
o

D )〔E
,

「A ) , 这时有泛系聚类
:

A 二 U A ‘(d o(f
o

D ))

或 S = U S ‘(d s(f
o

D ))

A ‘
或 S ‘就是相应于 (f

, D , 0) 的S 的下层子系统
.

由此可以看出
,
系统分层具有相对性

, 其相对性准则由泛权关系f
, 泛权水平 D 和泛系

算子0联合组成
.

泛权水平D 可作多种解释
,
例如可表示在泛权关系f与泛系算子 0 体制下元

素连通或解藕的程 序等
.

当fC A
“ x 不为泛权网络时

,
取0一占

,

或 d
3 ,
则子系统S ‘

内外反映一

种对f
O

D 水平的连通性反差
, 其也有(f

, D
,

0) 相对性
,
这深化了我们对系统层次概念的理

解
:

由一种准 则不能进一步分层不等于按另一准则也不可能
;
按一种属性泛权为低层的广义

系统
,

按另一种属性泛权可以为低层
,
也可以为高层广义系统

.

根据相对性准则(f
,

D ,
0)

的不同情况
,
可以展开复杂系统的层次分析的更加内容丰富的讨论

.
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