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摘 要

本文以风洞实验
、

高速摄影和测力实验得到的有限的
、

离散的数据为依据
,

采用多刚体 系 统

动力学理论和数学规划的方法
,

对跳台滑雪 (以下简称跳雪 ) 的起跳动作进行分析和 优 化
,

提出

了跳雪起跳的最优技术动作
.

文中给出算例
,

‘百国内
、

外有关文献的结果比较
,

说明本文的 计 算

与优化是合理的
.

关键词 数学规划 优化 多刚体系统动力学 跳台滑雪

即J 吕

本文是国家 白然科学从金资助项 目—
《 跳台滑雪姿态及新式起跳动作技术研究 》的主

要研究内容
.

我国跳雪运动的历史较短
, 迄今国 内还没有九十米级跳台

,

但是该项运动发展很快 , 从

第七屈冬运会上可以看到这点
夕 很有可能在不久的冬季奥运会上拿到奖牌

, 因此加强科研与

训练的配合十分重要
、

十分迫幼
.

自从五十年代日本的谷一户
「

教授对跳雪的动作进行重大改革以来
, 跳雪的技 术 日趋 完

善
,
特别是七十年代

、 , ”

十
二

币代西德的斯特 劳马尼
、

英国的A
·

J. 沃德
·

史密斯 , D
·

克莱门

茨 , 日本的矢谷 , 挪威的P
.

T v ei t , P
.

0
.

P e d er 朋 n ,

瑞士的 A
.

s a g es 腮 r , P
.

A
.

N e u k o m 及苏联的 几了肋
二 r

.

n
.

从二M o 3
oB 等人以风 洞实验为基础

,
根据高速摄影及测

力得到的数据
, 对跳雪做了较系统的研究

.

但他们都是把人体当作一个刚体来研究
,
通过对

优秀运动员的技术动作的分析
, 参照风洞文验的结果来改进技术动作

.

本文把人体简化为七部分织成的多刚体系统
, 以离台时刻人体系统质心的合速度最大为

目标函数
, 以动量矩原理

、

技术动作的要求及人体自身条件等为约束条件
,
把人体系统 各刚

体的相对角度作为基本变量 (这些量决定了人体运动过程中的姿式 ) ,
建立 了一系列非线性

书

国家自然科学基金资助项目
.
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规划 ,
求解此系列规划就得到人体起跳过程中各时刻的最优姿式以 及水平速 度

、

垂 直 速 度

等
,
这对运动员的科学训练有重要参考价值

.

二
、

人体简化模型及计算表达式

国际滑雪联合会 (P
.

I
.

S ) 把跳雪运动分为五个部分
:

跃
; (4) 着地 ; (5 )滑跑

; 其中起跳是最关键的环节
.

根据动作特点
,
本文把人体简化七个部分

组成的多刚体系统
,
如图 1所示

, 分别以 B ‘,

二‘,

叭 , 几, p
‘

表示第 f个刚体和它的质量
、

绝对角速度
、

相对其质心的转动惯量和其质心

C ‘
对固定坐标系原点O的矢径 (O为起跳点

, 固

定在零刚体 B
。

一地面上 ) , hl , Q
,

分 别 表示

第 i个铰
、

B ‘对其内接刚体B , (i )的相 对 角 速

度 , G‘表示 B
‘

对B , (f)的角度 (i = 1 , 2 ,

⋯
, 7 ) ,

且设
:

人体矢状面对称
,
起跳中做平面运动

,

各个铰都是圆柱铰
.

根据文献 〔1 〕得运动学公

式
:

(0 ) = 一 (T ) , (0 ) = 一 (T ) , (0 )

P= (b
c

)
T
( 1) + r l

(1 )

(1 )速滑 ; (2 )起跳 ; (3 ) 自由飞

(2
.

1 )

(2
.

2 )

其中 (T )为通路矩阵
, (bc )为位形矩阵

, r ,

是h
,

对 0点的矢径
, (1) = (1, 1 ,

⋯
, 1 ) ,
为7 阶列

矩阵 ,
而

:

(0 ) = (0
1 , 0 2 ,

⋯
, 0 、

), , (P)一 (P
I ,

P
Z ,

⋯
,

P
?
)

, , (e )= (白
2 ,

⋯
,

白
了
)少

三
、

建立非线性规划优化跳雪的起跳动作

人离开跳台瞬间系统质心在合理方向上的速度越大
, 跳雪的距离就越远

.

设系统的质心

的水平速度
、

垂直速度分别为 v l , , 2 , 空气密度 d 二 1
.

2 25 x 9
.

8N / m
“ ,
令

:
e
‘
= 0‘k , 0 ‘二

。‘k (见图 2坐标系) , 人体阻力面积
、

升力面积及总质量分别记为 A
, 、

A : 、

m ,
地 面 对人

的反作用力
, 摩擦系数及空气的阻力

、

升力
、

升阻比分别记为 F , 拼 ,
六

,

几
, K ,

.

在45 米

级跳台人离台速度达到 18 m / s左右
,
故可用公式

: (v
,
= 。 , i

, v Z
一 。 2

1)

1
,

J
,

= 玄a ” ;人
r

1
,

J ‘ =
一

玄
a 刀 ;月 ‘-如

”rK 碑一

于是有
:

吉、
”

汹
,

+ F 。

一
。

忽
1

‘ U ‘
(3

.

1 )

设完成起跳所用的时间为T
, n
为大于 1的正整数

, 八才二 T / , ,
在八t 内把 (3

.

1) 式近似看成

一个常微分方程
,
令

:
A一 一 d A 衬2。, B = 一 F 户/ m , 于是 (3

.

1) 式变为
:

d ” , J 。 .

~
一

石
一

= 入V 它十万
a 不

(3
.

2 )
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用 P ic a r d 逐次逼近法解 (3
.

2) 式 ,
令 川

、

川 分别为起跳的初始水平速度
、

垂直 速度的大

小
,
一次逼近解为

:

v
f
” ~ 。犷+

{:
。
仁A (· f,

2
+ “二d ‘一“+ 仁“ (·“,

2
+ “」(‘一 ‘

。
’

注意到对此问题 , 一次逼近解 的误差已是高阶小量
,

故 用 川”近似表示 。 , ,

即

刀 1

~ ”全一

同上分析
, 由

:
F

““
·

(。、)
’
+

之小 (3
.

3 )
1二的石�|

,一丈矛
口

叮l叹
fl
七二J
‘..1、

二一 m g 一 m d o Z
/ d t ,

得
:

口 2 = U l+ 【二
一

+
\斤乙

2

沪
· :凡“一 。

)
“‘

( 3
.

4 )

设人直立正面迎风时
, 刚体 B

、

与 B
6 、

B
了

的迎风面积为 S
‘

( 注意到起跳时两臂 靠在体

侧 ) , B 3的为5
3 ,

B
Z
的为 5 2 ,

B
S

的为 5
5 ,

由

图 2 容易得到
:

A
,

= S
2 8 i n o

:
+ S

3 8 i n ( 6 3 一 8
2
)

+ S
‘5 i n ( 8‘一 8

。
+ 8

2
)

+ S
o s in ( 8

。一 0
‘
+ 0

3 一 8
2
) ( 3

.

5 )

S
‘(‘一 2 , 3 , 4 ,

5) 及人体各种姿态下的升阻

比K
, 由风 洞实验来确定

.

考虑到0
3 ,

口
4

对F 的影响较大
,
令

:

F = F ( 8
: ,

0
4 ) 一 a o ; + b8

3
+ e o乏

+ 。8
‘
+ f 6

o
o
‘
+ h ( 3

.

6 )

根据高速摄影及测力得到的数据
, 采用二

元函数六点插值确定系数
a ,

b
, c , 。 ,

f
,
h

.

这样
口 1 , 口 2就都表示成8‘的函数了 ( i = 2 , 3 , 4 , 5 ;

0
1 = o )

.

图 2

起跳离地瞬间作用于人体的俯仰力矩及地面的反作用力等外力对系统质心的合力矩应该

为零
, 故对系统质心动量矩守恒

, 即
:

E l‘。‘+ 乙 m ‘。‘
I p

。

一 p ‘}
’= o ( 3

.

7 )
落留 1 么= 1

注意到在图 2 坐标系中
, 。 1 ~ 0 夕 。 2

> o , 。 s

< o , 。‘
一。

6 = 。7

> o , 。。

< 0 , ( 3
.

7 )式左边

第二项可近似取为零
,
而 由K a n e

一

Sm i th公式
:

0
‘
(才) 一 。: + ( 。: 一。: )(鉴一 分

s‘n

罕) ( 3
.

8 )

川 ,
盯分别表示动作开始和完成时刻刚体B

‘

对其内接刚体B , “) 的相对角度
, 记 头(l ) = 氏 ,

0
‘

( o ) = 0小
_ 。, 于是有

:

。
‘
一 (。; 一。: ) (笋

一

护
c o o Z

群) ( 3
.

9 )

由于T 很小 (约为 0
.

2秒 ) , 。> 1

。 。 、

/ 1
6
‘~ ( e

‘一 0昙) . 、共。 :

一
、 U : 以 , 产

、 么i

根据 (2
.

1) 式 , 则 (3
.

7) 式可写为
.

故么t= T / n 也很小 (若 n 一 9 ,
八t二 0

.

02 2 秒 ) , 近似有
:

( 3
.

1
.

0 )
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乙 I ‘ (0
2 一 0宝)一 乙 I ‘(0

:
一 0 ; )

+ 乙 I ‘(0
‘一 e呈)一 I

。

(e
。
一 0呈) ~ o (3

.

1 1 )
‘. 4

令t。二 o , 才, = T j/ n = △fj (j= 1 , 2 ,
⋯ n ) ,

由(3
.

8 )
:

。
‘
(, ,

卜。: + (。: 一 。; )(
, , / : 一 2

二
s‘n Z

了
’

) (3
.

1 2 )

以氏(i ~ 2 , 3 , 遵
,

5) 为 自变量
, 以。一心万 i千云; 为 目标函数

, 在四维空 间 R (]’)
:

头(t , 一
l)

《0
‘

成8‘(矛, ) (‘= 劣, 3 , 4 , 5 ; j二 1 , 2 ,
⋯ n )上建立求最优动作 的非线性规划N P (j) , N P (飞)的初

值为起跳开始时刻的0
‘

(0 )
、

川
、

川
,

N P (1) 的最优解作为N 尸 (2) 的初值
,

依此类推
.

这样
,

给定人体参数和起跳的初条件
, 确定K , 后依次求解

。
个非线性规划就可得到人体系统各个时

刻的0 ‘, 并求得系统质心的水平速度
、

垂直速度及离台瞬间、与水平方向的夹角 (起跳角)
。

由上述分析
, 得到非线性规划N 尸(]’ )为

:

N P (j)
:

O bj

S 七

m a x 刀(8
‘

)= 双 ”矛+ 口孟

E l ‘(0 2一 0呈) 一 E l
‘
(0

:
一口{)

浦. 2 ‘一 3

+ 万 I
‘

(0
‘
一 e盆)一 I

。
(0

。
一 0 ; )= o ,

(8‘(才, _ 1
)( 0

‘

( 0
‘
(t j ) ;

本文 自编了计算机程序
, 用直接法

~ 2
,

3 , 4 , 5 ; j= 1
,

2
,

⋯
, n )

(网格法 ) 解此系列非线性规划
。

四
、

算 例

下面以第六届
、

第七届全国冬运会跳雪冠军李宝权为例进行试算
.

李宝权身高 1
.

70 m ,
体重 62 x 9

.

8 N , 雪板重 功 x g
.

SN , 由回归方程算 得
: (单 位

:

9
.

sN
·

m Z )

1 2 = 0
.

0 7 5 , I
:

~ 0
.

2 2 9 , I
一
= 0

.

9 9 7 ,

1
5
~ 0

.

0 1 6 , I
a
= 0

.

0 2 7 一
I
了
一 0

.

0 4 2 ,

根据对李宝权的风洞实验确定了迎风面积
:

5 2 = 0
.

o sm
Z , 5 5 = 0

.

1 3 m
2 , S 一二 0

.

3 2 m 2 , 5
5
= 0

.

o 4m
“;

同时确定了各种姿态下的K , .

根据受试者的4 5米级台跳时的高速摄影及测力数据写出求插值函数F (0
。 ,

0. )的系数的六

元一次方程组
, 用主元素消去法求得

:

a = 5 7 7 15
.

5 5 , b二一 1 5 6 7 7
.

6 7 , e = 选1 6 0 1
.

7 9 ,

。= 1 4 43 0 3
.

7 3 ,

f = 一 1 2 5 5 9 7
.

9 9 , h~ 9 3 8 2 7
.

4 4 ,

将上述数据代入(3
.

6) 式就得到了F (0 。,

04 )的表达式
。

由高速摄影知李完成起跳的时间T * 0
.

2 8 , 川 ~ 18
.

76 m / 吕, 川 * o m / s ,
取

。= 9 ,

将上
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述数据代入规划N 尸 (j)
,

在计算机上算得9个规划的结果如下
:

表 1

K [ 一]= 0
.

0 7 5

K [ 2 ] = 0
.

x 3 s

K 〔3 〕一 0
.

2 0 9

K [ 4 〕= 0
.

4 5 2

K [ 5 〕= 0
.

5 1 7

K [ 6 ] = 0
.

4 6 1

K 〔7 J= 0
.

x s s

K [ s〕= 0
.

1 2 0

K 【叼一。
.

1 20

A n g = 2 0
.

c s

二
LZ ]

8 0
.

6 5 6

8 0
.

9 6 4

8 1
.

1 1 6

8 1
.

1 16

8 6
.

3 89

8 7 8 52

8 9
.

4 4 3

8 9
.

97 8

9 0
.

0 6 2

F ~ 5 19 7
.

8 9 8

戈 [ s ]

8 2
.

0 3 2

8 8
.

4 4 1

9 8
.

6 2 4

1 15
.

8 98

1 2 8
.

8 3 3

15 1
.

2 36

1 6 6
.

8 9 0

1 79
.

1 7 6

1 7 9
_

26 3

、
[ 4〕

3 8
.

6 3 7

4 6
.

0 36

5 8
.

1 6 乃

7 9
.

5 0 8

8 8
.

压7 3

1 1 4
.

0 8 4

1 3 1 0 88

14 5
.

4 0 5

1 4 5
.

4 0 5

戈[ 5〕

9 9
.

4 5 9

9 9
.

9 8 6

9 9
.

9 8 6

12 7
.

7 6 5

1 3 8
.

1 6 7

1 5 3
.

8 1 4

16 0
,

0 9 1

16 7
.

7 8 4

1 6 9
.

0 1 0

H
2

1 8
.

7 4 0

18
.

7 1 8

18
.

6 9 4

1 8
.

6 6 6

1 8
.

6 3 6

1 8
.

6 0 3

18
.

56 8

1 8
.

5 3 2

1 8
.

4 9 6

V Z 口

0
.

1 7 1

0
.

4 3 9

0
.

8 6 9

1
.

4 8 3

2
.

2 4 7

3
.

2 5 6

4
.

4 8 3

5
.

7 1 6

6
.

9 6 7

1 8
.

7 4 1

1 8
.

7 23

1 8
.

7 1 4

1 8
.

7 2 5

卫8
.

7 了1

1 8
.

8 8 6

19
.

1 0 1

1 9
.

3 9 3

19
.

了6 5

表中左边一 列 是 K , 的取值
, 戈[ 2 ]

, 二〔3 〕
, 二〔4 ] 夕 x 巨5 ] ,

H
‘, 。 ‘, 。 分别表示 8

2 ,
0

3 , 8
4 ,

氏夕
水平速度

, 垂直速度和合速度
, 最后一行 A n g 一 20

.

6 5 表示起跳角
,
地面的反用力 F -

5 1 9 7
.

5 9 5 (牛顿 ) 亡 5 2 9
.

8 6 (公斤 )
.

计算结果表明李宝权离台时刻最优姿态是小腿与雪板垂直 (0 2 = 90
.

0 6 2
。

) ,
小腿与大腿

成的角0
3

为 1 7 9
.

26 3
。 ,
大腿与躯干成的角0

毛

为 1 4 5
.

4 0 5
。 ,

头与躯干成的角氏为 1 6 9
.

0 1
’ ,

H
‘

逐

渐下 l涤
,

由ls
.

7 6 m / s降至 18
.

4 9 6 m / 8 , 。‘由零增至 6
.

9 6 7 In / s , 。
开始有所下降

, 0
.

0 6 秒后

开始增加
, 最后达到1 9

.

76 5 m /s
.

由高速摄影知
,
李宝权离台时 刻 0

2
~ 9 1

.

9 9 7
’ ,

与优化结果 相 近
, 0

3
一 13 2

.

1 38
“ ,

氏一

月...
月月旧口日‘..叮..r曰
-

L尸
.

...J.I占一.三

JJrrl‘.口....11.二尸. -

9 9
.

3 0 1
’ , 与优化结果对比

, 这两个角过小
,
影响了跳雪 成

绩
.

李离台时刻 H
‘
= 16

.

8 9 m / 8
, 。 ‘~ 0

.

60 m /s
,

起跳角 为

0
.

0 4
’ , v ~ 1 6

.

90 m / s ,

与优化结果对比
,
李宝权若能 充 分

发挥起跳的爆发力
,
大幅度提高

。 ‘及e
3 ,
口
‘

的值可能会提高

成绩
.

文献〔2〕提出起跳方式大致分为两种类型
, (见图3) 世

界上的优秀选取采手两种方式的都有
.

根据李宝权的身体条

件
,
按本文 的优化结果

,
李采用 ( I )的起跳方式更好

.

从
‘

计算结果看
夕 与文献〔3 〕对比

, v ‘与F 值偏大
, 这与

计算误差有关
.

产生误差的主要原因有
:

1一 把人体简化为七个刚体的多体系统
,
人体结构参数

I‘, 。 ‘
等 由回归方 程算得

,
有一定的误差

.

圈 3

2
.

高速摄影影片的解析
、

地面反作用力的实测都有误差
,

因此插值函数F (0
: ,

久)有一

定的误差
,
对优化结果影响较大

.

K , 的确定及S
‘

的计算有一定的误差
.

计算中的舍入误差对优化的结果有一定的影响
.
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