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摘 要

本文提出了一组有效的边界元公式
.

该公式通过利用一个新的变量
,

使核函数仅具有 1。 :
(

;
为

源点和场点的距离) 的较低阶奇异性
,

从而
,

在积分点的传统位移和应力公式的奇异性得到降低
,

且原公式中影响应力计算精度的边界层效应得到消除
.

同时
,

也避免了难于计算的参数C
.

将该方

法应用到弹塑性分析中
,

数值分析结果表明该公式具有明显的优势
.

关锐询
.

边界元方法 弹塑性问题 数俏解

一
、

引 言

随着边界元方法的发展
,
利用该方法使许多工程问题得到解决

.

但是在传统方法中存在

着许多缺点
.

通过分析弹性问题的基本解
, 我们可 以看到 , 积分点的位移和应力分别具有一

阶和二阶奇异性
, 当源点离场点很近时

,

用这些公式计算位移和应力 时有明显的误差
.

一般

来说
, 在靠近边界一个单元长度的范围内

, 位移 , 特别是应力都很难有效地计算出来
〔‘」.

但

实际上
,
诸如孔洞和槽口 等许多工程问题

, 高应力梯度一般都出现在边界附近
, 而正是这 些

应力集中导致了工程结构的破坏
.

所以
, 克服原公式的弱点

,
有效地计算边界点的应力是十

分重要的
.

以前
,

许多学者从不同的方面对奇异积分的计算进行过有益的研究
.

A h ba d i和H al lt 宝,

将核函数展开成泰勒级数
, 并在曲线边界下对奇异积分进行了讨论

, 该方法的关键是如何选

择合适的加权函数
, L i H o n g 一b ao 和H a n G u o 一m in g 〔3 ’

利 用高阶单元
, 并通过将单元划

分成子单元对积分区域进行转换来计算奇异积分
; M a d h u k a r V a b le 〔略’

利 用多项式来表达

奇异 积分 , 并通过确定其系数来计算它
, 但该方法仅局限于直线 单 元

; 另 外 C r u s e 〔5 」和

L ac h叭
t“」在这一领域也进汀过一些研究

.

但是
, 上面的工作一般都集中在插值函数的选取

,

积分区域的转换和核函数的多项式展开上
,

而核函数的奇异性并未从本质上得 到 改 变 和降

低
.

G h o s h等〔‘」曾建议在传统万程中使用少冬有低阶奇异性的该函数
, O k a d a ‘g 〕等 也提出

一

r

位移梯度的新的直接积分方程
, :二些技术有效地降低了原公式中的奇异性

, 但他们的讨论仅

局限在弹性范围内
.

本文通过利用G h o s h建议的两个核函数来进行边界元弹塑性分析
, 计算

结果表明能有效地降低原公式的奇异性 和提高计算精度
.

.

丁浩江推荐
。
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二
、

弹性体分析的B E M公式

在平面应变问题中
,
有区域幻如图 1所示

,
有

r = 斌 (占‘一 劣‘) (占‘一 x ‘) 一创 (占
l
一劣1

)2 + (占
2 一 % 2

)
2

(2
.

1 )

口r 口r .

口r

而= 孤i
”‘个百玉i

“ , (2
.

2 )

口r 占
‘
一 x ‘

口x ‘ r
(2

.

3 )

ta n 功二 (舀
2
一 % 2

) / (占
,
一 ‘ 1

) (2
.

4 )

其中功为源点尸和场点Q的直线与过源点尸且平行于 x ,

轴的直线尸户之间的夹角 , 直线尸P与区

域口的边界口B 的交点是户(当交点不止一个时
,
我们选择离源点最远的一点) ,

按下面过程对

(2
.

4 )式变分
,

_ _ _ : l 口功
。 。‘ 甲 五蕊

U O

1 口雪: 省2一 x : 口省,

= 烤
, 一 x ,

) 石万 一 馆
,
一 二 ,

)’ 口s

留
一‘
髻

生一 +

常
,

一
口r

口n (2
.

5 )

圈 2

对照图 2 , 可以看出

1 口r

r , 1

‘ c o 吕价, r , , = s ln 势,
一 口。r , ‘ r , , =

口f
‘, (功)

口名
‘2

.

6 )

f
. , (价)=

f价
r , ‘ r , ’a s = J

。 r , ‘ r , , a , (2
.

7 )

综合上面诸式
,
可得

了
。, (价)一

食
1

,

1
价o “ + 万“ , + 百

〔j “ r , ‘ r , ‘ (2
.

8 )

r , , n ‘一 r , ‘。 , , = 〔‘,口r / 口s

‘ 1 1

~ 〔: 2

= 0 , ‘1 2
= 一 ‘2 1~ 1

将它们代入基本解有

(2
.

9 )

(2 1 0 )

尸t
, =

1

4汀 (1 一 , )
「任价 (1 一 : v )。

‘, + 2夕f必价) + (卜
: , )、‘,

L a 万 a 石

口In r

口s 〕 (2
.

1 1 )
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定义

n 1
兀‘j

一
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二
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丁
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1 4 )

将上式代入边界积分方程
, 最后得到具有低阶奇异性的边界元方程

,

一‘p ,一‘户, +

{
二

不: ,

豁
d一{

二。,
, p , d ·

(2
.

1 5 )

而边界点的方程为

!沙P,d 一 {
二
牙: ,

豁山 (2
.

1 6 )

对于光滑和非光滑边界
,
其形式完全一样

.

所以我们可 以看出
, 该方程由于不象原方程那样

含有C‘, ,
所以非常简单

.

在求得边界点位移之后
,
利用方程 (2

.

1 5) 式可求得内点位移
.

将方

程 (2
.

1 5) 代入内点应力公式可求得 内点应力
,
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可以看出
, 第一

,
研九和

“
轰具有

: 的相同阶奇异性
, 即仅具有In

r
阶奇异性

, 低于 尸轰的 1/r

阶奇异性
,
所以新公 ; 、使由于积分项{

二 〔尸“二〕d
·的强奇异性而导致的计算误差得至。降低

;

第二
, 即使对于非光滑边界

, 新公式也不象原公式那样含有张量 C ‘, , 这避免了计算边界张

量C
‘, 的麻烦

; 第三 , 应力公式的奇异性得到降低
, 因此 , 用原公式计算应力时的

“

边界层
”

效应得到消除
.

所有这些特点使该方法在处理应力集中问题时具有 明显的优势
.

三
、

弹塑性分析的B E M公式

我们将上面的思想应用于弹塑性分析
,
所 以原公式可改写成

f
,

八
, ,一 , 二二 _

口公
‘ ,

{ , 。 . ,

~ 「 , ; ,

~

!
二

略尸,ds
一 )

二
W 九蓄 ““一{

。 “
从 “弘“。一 }

。“
九“

‘

胡一 0

这就是初始应力的新的边界元公式
, 积分点的应力也可由下式给出

,

f 了 n 六 。 ,

d 公
。 \

, .

f 。 , ,

。
.

「
‘ , 。 ,

~
.
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对(3
.

1) 和(3
.

2) 式可 以很方便地进行离散
.

我们特别讨论一下对塑性区的离散
, 即对可能的

擎性区进行离散
.

我们定义单元数为N
。 ,
每个单元的结点数为万

,
且用 万

。

个单元对可 能的

刃

塑性区。
,

进行离散
,
所 以存在关系 口

,
= 艺 口

。 ,
在该区域中

,
总的结点数为N

‘,
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上面方程的最后矩阵形式为

以
〔‘〕
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飞
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」+ 乙 〔Q〕
‘
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“ “一 E I
「D 〕

·

‘户‘一 〔S 〕
·

{昙犷}
‘

+ {”}
·

」
+ 仁。」

·

“
夕
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‘
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(i= l ,

⋯
,
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.

6 )

在方程 (3
.

6) 中
, 功 , (肠 )已用吞

’

表达
.

仅用方程 (3
.

5) 和(3
.

6) 进行求解是不够的
, 因为方程

(3
.

6) 式仅对内点有效
,
但在 (3

.

5) 和 (3
.

6) 式中都有边界点的应力出现
.

因此
, 必须补充求

解边界点应力的公式
.

我们按文献 [ 1 2」中讨论的公式
,

有

魂杏} = 〔G
。

〕王P }一〔H
。

〕魂‘}
e

+ 仁O
。

〕{沙
,

} (3
.
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“

项可按下式计算
,

“·‘”2 , 一 ““”
1

, 一

{
1

, ,
口公‘

户
,

d s (3
.

8 )

其中户2 和户
1

为边界点
.

对于实际问题
,
有些边界点

, 如约束点的位移总是巳知的
,

所 以 在

“ (P
1

)已知之后
, 公‘(户

2
)很容易得到

,
内点位移 由下式求得

,

刀
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厂
,

〔·,
,

N了〕”
, d厂一

I
厂

,

〔研 :
, N 誓〕货d r (3
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9 )

其中户为边界点
.

在方程 (3
.

9) 中
,
除了 [班护之外

,

其它矩阵均按传统方法形成
.

正如我们

上面讨论的
, 仁牙 ]

‘

矩阵的奇异性
, 比传统方法中由 P节

,
形成的仁H 少阵的奇异性低

,
所以积

分精度得到提高
.

在计算过程中
,

利用臼山归
‘)户

2

和 (口如臼
“)尸: 的值和常用的积分公式可求

华」 d ‘
,

口S

口垂‘
如果单元长度被 限制在一定的范围内

, 其积分精度可以得到保证
.

最后
,

边

界点的应力可 以综合方程 (3
.

7) 和(3
.

8) 求得
,
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s 卜

‘
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。

〕谧吞
,

} (3
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1 0〕

综合方程 (3
.

5) , (3
.

6) 和 (3
.

1 0) , 最后的弹塑性边界元的形式为

〔姓 ]笼毖}= {j}+ 〔Q」笼吞
,

} (3
.

“土)

谧斤
e

}二一 〔亘〕{分} + {了}+ 〔奋〕{斤
,

} (3
.

12 )

方程 (3
.

1 2) 由方程 (3
.

10 )和 (3
.

6) 综合而得
, 同时

,

我们也利 用了方程道斤}= 仗少 }一 〔I〕笼沙
,

}
,

而自由项 g ‘, (六戈‘)被合并进了矩阵〔口] 中
.

从方程 (3
.

1 1 )可 以得到

{公}~ 笼吻 } + 〔K 〕{古
,

} (3
.

1 3 )

{吻 }= 〔A」
一 ‘

{f} (3 一4 )
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一 , 〔Q」 (3

.
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将方程 (3
.

1 3 )代入方程 (3
.

1 2 ) ,
最后可 以得到
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。
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,
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其中
,

〔B 〕一仁奋〕一仁及」仁K ] , {夕}二{了}一 [ 互〕{仇 }

方程 (3
.

1 3 )和(3
.

16) 为弹塑性边界元方法的初应力迭代格式
.

(3
.

1 7 )

四
、

计 算 例 证

( 1 ) 我们首先对一弹性问题进行分析
,

它是一带有孔洞的方形板的平面应变问题
,
所

受拉力为单位力
,

材料常数为E ~ 5
.

0 , ; ~ 0
.

3 , 其结构如图3所示
,
我们用新的边界元方法

对其进行分析
, 其结果如图 4和图 5所示

.

为了显示
“

边界层
”

效应的消失
, 我们选择 C 汽的

应力进行比较
,
从表 1中可 以看出

, “

边界层
”

效应得到有效控制
.

了了了了
LLL.....

认认 ‘‘‘

P ‘一 1
-

—新方法

X�
山8

‘亡U‘
J

q�

..

一
A2

圈 3 圈 4

“玉

6 表 1 在C ( 二
: 二 2) 附近的应力

C (x
i
)的坐标 新方法的 a ”

0 0 0 0

8 0 0 0

9 5 0 0

99 5 0

9 9 9 5

0 0 0 1

9 99 0

9 8 7 5

9 2 4 7

2 2 4 5

原方法的a ”

0
.

9 9 7 5

0
.

9 8 0 0

一 4
.

9 8 6 5

3 5
.

4 2 4 7

4 1 8 3 5 5

8 二O B

( 2 ) 在第 2例子中
, 通过利用T r

es c a 屈服准则
,
我们对等向强化材料的受内压 圆筒进

行了分析 , 基本材料常数为E = 5 0 0 0 0 oN / c m ’, v” 0
.

3 , a 。
二 2 4 0

.

3 8 7 6N / e m
’ , 。一 l o o e m

,

白二 ZO 0 c m
,

将所得结果分别与传统方法进行比较
,
可 以看出

, 该方法分析弹塑性问题 也 是

十分有效的
.

_

石 夕1弃 ;吞
生」一 、 二目 F口

本文通过利用两个新的核函数
, 使积分方程的奇异性得到降低

, 以算例可 以看到
, “

边

界层
”

效应得到降低
,
计算精度得到提高

.
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.
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.
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.
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.
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.
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口。 原方法解
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.

3 7 4 2

.

3 0 6 1

3 5 1 2

7 5 0 0

7 2 1

7 3 3 3

15
.

5 6 6 1

1 5
.

5 ()2

1 5 5 4 4 3

.

沙1 6 2
.

0 4 “纪
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