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摘 要

初始时作周期运动的系统被负阻尼作用逐渐托出势能井
,

其周期运动的经过时间由多重 变 舅

展开解得
.

一强非线性系统的算例表明其结果近似性好且计算简便
.

关健词 奇异摄动 多重尺度 非线性振动 渐近分析

一
、

引 言

非线性振动在很多领域都有研究
,

自由电子激光中的电子能量共振是其中比较新的应用

领域
L‘’ .

这类系统带有负阻尼
,

其振幅逐渐增长
,

为 了让系统在振动状态下运行
, 我们必须

控制它的周期运动的经过时间
.

当然
夕

这可以借助于计算机应用数值分析去计算
,
但是数值

结果难于揭示解与系统参数之间的关系
.

本文讨论的是一种基于多重尺度 的渐近分析方法
,

最后通过算例将它与数值计算的结果作一比较
.

二
、

带慢变参数的非线性振动

考虑强非线性振动系统
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这里。 (约为待定函数
,
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.
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,
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, 否则展开式失去渐近意义
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容易验证
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5) 的齐次方程有一个周期解
:
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然后用降阶法可求出该齐次方程的另一个与夕
,
线性无关的解
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遗憾的是对于一般的非线性系统
, 梦 : 巳不是周期解

.

应用常数变易法
,

我们就可以得到(2
,
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的通解
:
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们0)我.1其中
, = 1

, 2 ,
⋯ , 系数C

,

和刀
。

可 由高阶解的周期性确定
.

为了使 , 。

成为叻的周期函数
,

分别要求 (2
.

9) 中的内层积分和外层积分为训和势的周期函数
.
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其中
n 二 1 , 2 ,

·

⋯ K u z m a k ‘2 ,
得到

n = 了 的条件 (2
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1 0 2 且 由此方程解出 。 (Z)
.

L u k e 〔“,
将

K u z m a k 的方法扩展到高阶并且完成了另一条件
, 该条件可以 简化为 (2

.

1 1 )
.

戴世强等
t喀’
讨

论了比(2
.

1) 更为一般的系统并 导出其解 从
.

本文主要应用 首阶近似解
.

对于高阶解的详 细

倩况 , 读者可参看〔3、 5 〕
.

其中〔5 〕简化了〔3 〕的推导过程而结果也更为 简明
.
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其中C为任意常数
.

如果 阻尼项k与夕有关
, 。的计算相当复杂

.

在 [ 5〕中提出有平均阻尼的处

理方法
, 即阻尼项吞中的夕以振荡中心协替代

, 则(2
.

1 4) 可以简化为
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在〔5〕中给出的数值算例表明
,
这样处理的结果是令人满意的

.

三
、

负阻尼振荡的终止

现在考虑将上节的结果应用于非线性系统
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为系统势能
,
而E 。

(约为系统的慢变能量
.

从 (3
.

4) 可 以看到
,

仅当 a < 。, b< 。时
,
厂不存在

极小值
,
对于

a 和b的其它符号组合情况
, 方程 ( 3

.

2) 都有周期解
.

不过我们这里只讨论对称

于, 。

= 。的周期解
, 即当a > o时的周期解

。

对方程 (3
.

3) 再积分一次可 以解出夕
。

是 t +

的椭圆正弦函数
.

这里我们采用另一种方法
,
先

假设解为椭圆函数
,

然后通过方程 ( 3
.

2) 确定其振幅和模数
.
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这里 E (v ) 是关于模数斌
, 的第二类完全积分

.
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其中常数C 可由系统 的初始值计算
.

从势能式 (3
.

4) 知道
,
当
。> O, b < o 时势能井是开放型 的

.

在这种情形下
, 如系统有负

阻尼作用
,

则振幅会逐渐增长
, 最后 溢出势能井而终止振荡现象

.

由(3
.

1 1) 可以看 到
。
/b 为

常数时
,
振幅增大即模数

v
在增大

.

当v达到1时
,
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,

由此可以推得系
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.
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算 例

下列非线性系统带慢变参数并有负阻尼作用
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可 以验证这个系统的初始状态为周期运动
,
但 是在负阻尼
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,
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.
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2) 渐近计算的结果与应用计算机数值计算的结果 的比较在表1给出
.
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五
、

结 语

比较的结果 表明
,

随着。的递减
,

式 (4

: 的减小没有导致渐近计算工作量的增加
.

.

2) 给出的渐近结果趋向于精确解
.

应该注意到
,

但是如果应用数值方法去解 (4
.

1 ) , 系统会因
己 的

下降而变成刚性
, 并且需要的计算机时间也将迅速增加

.
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