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摘 要

本文在阶梯折算法的基础上
,

提出构造有限元的新方法—
一

精确元法
.

它不用一般变分 原 理
,

可适用于任
.

意变系数 正足和非正定偏微分方程
.

利用该方法
,

得到薄板弯内一个非协调三角 形 单

元
,

它具有 6 个自由度
.

文中给出证明
,

险移和内力均收敛于精确解
,

并有很好的精度
.

文 末 给

出算例
.

算例表明利用本文的方法
,

内力和位移均可获得满意的结果
.

关键词 算法 非均匀薄板 弯曲 精确元法

一
、

引 言

有限元单刚矩阵的推导一般采用最小势能原理或虚功原理
,
它仅适用于正定微分算子

.

众所周知
, 利用最小势能原理推导板弯 曲的单元矩阵

, 须在单元之间满足挠度一阶法向导数

连续的相容条件
,
这一条件很难消足

.

在口~ 3 三中采用高次插值得到 了协调单元
.

但 由于有

二阶导数作为节点未知参数
,
使用起来很不方便

.

H er rl n a n 在〔婆、词中 , 使用混合变分原

理 ,
得到了同时以 位移和内力作为未知参数的有限元模型

.

它不需要挠度的一阶法向导数在

单元之间连续
,

但得到的刚度矩阵却不是正定的
.

M or ler
〔”〕给出 6 自由度

,

Z 沁 n ki e w ic z 〔7 ’给

出9 自由度非协调单元
.

印、 7 」中的单元能通过
“

分片俭验
” 〔8 〕,

并收敛于精确解
.

本文在阶梯折算法 和精确解析法 的基础上
〔。 , ‘J 3提出精确元法

.

该方法不用变分原理
,
直

接从偏微分方程出发推导有限元单 刚矩阵
,

适 用于一切变系数正定或非正定偏微分方程
.

利

用这 个方法
,
我们推导了一个 6 自由度非协调三角形平板单元

.

文 中给出收敛性证明
.

所得到

的单元刚度 矩阵具有正定对称性质
.

该方法和一般有限元相 比
, 给 出单刚矩阵时 ,

不需在单

元上进行面积分
,

节点载荷项具有明显的物理意义
.

并且位移和内力在单元节点上具有较好

的数值精度
.

文未给出算例
,
算例表明利用本文的方法

, 内力和位移均可获得满意的结果
.

二
、

六自由度板弯曲三角形单元

对一个非均匀弹性薄板
, 它的平衡方程为
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这里E 是板的弹性模量
,

h是板的厚度 ; 月为板所占的平面空间
.
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.

设第。
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我们选择满足于(2
.

3) 的二次多项式作插值函数
.

单元节点上的位移和内力参数见图1
.

图

中夕
二‘
表示单元第 i个边界上的法向转角

夕
等于 口田旧

。 .

此外
,

单元边界上的法向弯矩
, 扭矩

和角点集中反力可分别写为

M
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式中” ,

和玛为边界法线的方向余弦
.

如果在单元之 间
, 法向转角和弯矩有

0
。 (。) ~ 8

。 ‘。) ,

M
。 : a )一 M

, 。。) 一刃
。

在(a b )的边中点 上 (2
.

6 )

此外在任意单元的角点上。连 续
, 围绕这一角点的全部单元的集中反力乙 R 尸 的 合力等于

角点上集中载荷 开
‘

(在单元边界上 兄
‘
还包括总剪力转化到角点上的集中力) ,

我们则可证

明 , 当N 、 oo 时在单元节点上的。
, 0

, ,

M
,

和凡可按 (3
.

8) 式收敛于精确解
.

在 (2
.

6) 中
,

下

标 (a) 和(b) 表示相邻的两个单元
, (。b) 为其交界

,
外载 刃

。

是加在(ab )上的法向弯矩
,
方向

和M
。 (。 )相同

.

由上述的连续条件
, 可利用

{F }= [K 〕{d } (2
.

7 )

得到单刚矩阵〔K 〕
.

在 (2
.

7) 中矢量
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l‘为单元第 i个边的边长
.

由(2
.

7) 、 (2
.

8) 获得的单刚

矩阵〔K 〕具有正定对称性质
.

现给出单刚矩阵 [K 〕的详细推导
.

切采用完全二次

多项式作形函数
,

它满足方程 (2
.

3 ) ,
可得 图 1 三角形6自由度板单元

3 3

切 = 乙 功
‘功 ‘+ 乙 矛

‘
口
。‘

‘一 王 落. 1

、少0d
.

9白廿了、

、.召..几,.....J

必
‘
一 L ; +

({:一)
L

‘
L

。
+

({:一
(一)

)
I.

‘
L J +

({;一
, +

{:一)
:

‘
:

·

沪
‘一 (2 A /l

‘)(L ; 一 L ‘) ￡,

j
,
k为循环指标

式 中L
‘

为三角形面积坐标
, a 了是三角形第j角的夹角

.

利 用 (2
.

5 )式可得

1
.

J
.
口.

n

口门
M

一
D

·

启〔(
尸功
口n z

二
二
口

2

功八
一于

一
尹 e , 二 一币一 ,

口名
“

/

:

口2

以】落个 二

口n
Z

M
, :

二 一 D
。

( 1 一 v 。

)乙
‘留 2

口2
功‘田 ‘

口n 口s
(2

.

1 0 )

式中n 和:
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.
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。
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.

总刚和载荷的合成 ,
边界条件处理和解代数方 程组

与一般有限元法相同
.
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四
、

算 例

算例 1 一个边长为
a在均布载荷 q 作用下的简支板

,
见图 2

.

由于对称
, 我们取 1/ 4板进行

计算
.

网格划分取 2 X 2和 6 X 6
.

板的挠度
、

转角
、

弯矩和角点集中力计算结果在表 1和表2中
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.

算例2 一个变厚度悬臂薄板如图 3 所示
, 它的弹性模量 E 一 2

.
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由于对称
,

本文仅取宽度为b的板条进行计算
, 网格取 2 又 8 (b 一 5 )和 2

x 1 6 (b~ 2
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.

计算的挠度w 和弯矩M
:

值列于表 3
.

利用公式 (3
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8) 计

算得到的沿 x 方向分布的剪力Q
二

也列于表3 ,

并和精确解作了比较
.

图 2 均布载荷作用下

的方板

裹 1 均布毅荷下简支方板的挠度 (, = 0)
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裹 2 均布截荷下简支方板的转角
,

寄矩和角点集中力

几八一
算例 3 一个变厚度在简支边界条件 下 的

圆板如图 4 所示
.

我们分别计算了在均布载荷 q

和圆心处受集中载荷尸 作用下的挠度和径向弯

矩
.

由于对称
, 取圆板的 1/ 8进行分 析

, 网 格

划分如图 5所示
.

表4给出了挠度。和径向弯矩

材
,

的计算结果
.

这里泊松比 v (二
, , )= 0

.

2 5 ,

圆板的半径为
a .

从以上三个算例可以看出
, 由本文的方法

计算的结果 是满意的
, 并收敛于精确解

,
表明

了本文理论的正确性
.
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