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摘 要

在本文中提出一个新方法—阶梯折算法来研究在任意载荷下任意非均匀和任意变厚度伯努利

一欧拉梁的动力响应问题
.

研究了自由振动和强迫振动
.

新方法需要将区间离散为一定数 目的元素
,

每个元素可看作是均匀和等厚度的
.

因此均匀
、

等厚度梁的一般解可在每个元素上应用
.

然 后 用

初参数表示的整个梁的一般解使之满足相邻二元素间的物理和几何连续条件
,

这样就可以得 到解

析形式的自由振动的频率方程和解析形式的强迫振动的最终解
,

它化为求解二元线性代数 方 程
,

与离散元素的数目无关
.

现在的方法可推广应用至任意韭均匀及任意变厚度有粘滞性和其他 种 类

的梁以及其他结构元件问题上去
.

关健词 非均匀 变厚度 伯努利一欧拉梁 离散 动力响应

一
、

引 言

在各种不同的工程领域 中
,
许多具有非均匀和变厚度 的结构元件 (梁

、

板和壳) 被应用

着 , 由于它们有较好的结构特性和优化的形状使得工程师节约了材料
.

但是很难得出具有任

意非均匀和 任意厚度梁的静力平衡和动力响应 的一般解析解
.

因此 , 这些问题 虽 巳 被 研 究
过 , 但大部分是应用数值解法

,
例如转换矩阵法

。‘八
,

, 〕, 加权残数法
〔3 , ,

变分
一

法〔护
“, ,

有限元

法仁6 〕,

有限差分法
‘’了,

边界元 法“〕, 动力刚度 法
〔。1 ,

联合应用模型分析的动力法
〔‘。一 “ ’以 及

伴 同拉氏变换 的动力刚度法
〔” 」.

但是 , 这些方法的大部分需要过细的离散区间导 出 了 数量

庞大的方程组和繁复 的计算
, 或则为解答的收敛率所局限

.

19 6 5年叶开沉“ 〕提出了一个非常有效用初参数表示的
, 亦 即称为阶梯折算法研究了非均

匀
、

变厚度梁 内静力平衡
, 得出了一般解析解

.

这个问题 曾经为许多学者研究过
〔‘“~l

5 ’.

自此

以后
,

一系列非均匀
、

变厚度实用问题用此方法得到解决
.

例如
,
高速旋转 圆 盘

〔‘6一 ‘“’, 结

构元件 的优化“ 。〕, 以及钢筋混凝土构件 介寸计算
〔2 。〕
等等

.

但是 当 l才所提的方法仅适用于具有

物理连续条件的构件的静力平衡问题
, 而不适用于 同时具有物理和几何连续条件 的动力问题

和稳定性问题
。

在本文中
,
我们提出了修正的阶梯折算法克服了前述的困难

.

新方法同样要将区间的离



叶 开 沉 童 晓 华 纪 振 义

散为一定数量的元素
,

每个元素均当作均匀和等厚度
.

因此均 匀
、

等厚度梁的一般解析解可

用于各个元素
.

然后 , 用初参数表示的均匀
、

等厚度整个梁的一般解可以 由满足相邻区间的

物理和几何连续条件而得到
.

在 自由振动情况
, 可以得出解析形式的频率方程

.

在强迫振动

的情形 , 也可以得出呈解析形式的最终结果
.

问题化为求解一组仅具有二个独立未知数的代

数方程组
, 此方程组的解与划分的元素数目无关

.

现在的方法可推广应用于任意非均匀和任

意变厚度有粘滞性和其他种类的梁以及其他构件问题上去
.

二
、

具有非均匀变厚度梁的自由振动

考虑如图 1所示的均匀等厚度梁
.

梁的自由振动基本方程为
下A 口29 -

g 口t Z (2
.

1 )

其中 D 一E l为抗弯刚度
, E 为杨氏模量

, I为截面对中性轴的慢性矩
, t为时间

,
A 为截面

面积 , , 为密度
, g 为重力加速度

.

弯矩
、

剪力和挠度间的关系式为

M
!

一会
,

。
,

一
D

黔
令

夕 ,
(劣

; , t) = T (t) X
,
(x

,
) ,

M
,

~ M
肠 (戈 l )T (t)

Q
,

(劣
; , t) = Q朴 (劣 , ) T (t)

其中 T (t )为 时间的周期函数
, 它具有圆频率P, 然后引进下列无量纲量

:

了l!
”z

X
,

为
人 二一了泛 , 戈 = I

‘

M (劣) = M
朴 (Ix ) , Q (戈) = Q势 (l二)

一一刀k
4
=
夕2 , A 1

4

g D

我们可以将方程 (2
.

1) 和 (2
.

2) 变为下列无量纲形式
:

考不一 k4 x = 。

“劣
,

M (劣)l

D

d ZX
一刁面2 ’

Q (劣)12 d
3

X

d戈
“

方程 (2
.

5) 的解为

X 一X (刀) ,
1

(刀
, x ,

k ) + 多誉
刀,了

2
(刀

, X ,
、) +

嚼习,
3 (,

, X ,
。)

Q (刀)
J

D k
s f

‘

(刀
, 二 ,

k )

(2
.

2 )

(2
.

3 a )

(2
.

3 b )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

其中
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1 _

J I
= 2 Lc o s

、(二一刀) + Ch 、(二一刀)〕飞

,
2

一
凌
〔。in k (x 一刀) + 。h k (x 一“, :

,
3

一
省

: e o s “(二一 , ) 一 c h “(x 一“) :

,一音
: 。‘n k (x 一“)一 。h k (x 一“, 〕

(2
.

8 )

式中 X (户
,

X
‘

(刀)
,
M (刀) l/ D

,

Q(刀)l 2 / D 为四个初参数
,
亦 即为梁的起始端的挠度

、

倾角
、

弯矩和剪力
.

解(2
.

7) 称为梁的 自由振动的初参数形式的解
.

它将作为求解非均匀变厚 度 梁

的动力响应的基本解
.

函数 f
‘
(刀

, x ,

k) (‘一 1 , 2 , 3 ,
4) 有如表 1所示的循环微分关系

表 1 函教f
、
(刀

, 二 ,

为)(‘二 i
,

2
,
3

,
4 )的循环微分关系

二
‘

,

‘“
森
‘

*
(“

, “
’

‘
.

,
、(,

, 、 ,

: ) 一 了,
,

(。
,

、
,

。) J Z
_

了*(。
,

、
,

; )
⋯ 挤毛,

:

(。
, x ,

; )

、
.

2、.产峪

左
‘

左

f、(刀
, % ,

f
l
(刀

, 劣
,

f
Z
(夕

f
3(刀

, 、 ,

k )

f
‘
(夕

, 劣 ,

儿)

一 kf
;
(刀

,

,
,

k )

k j
i
(口

, x ,

k)

一k f
Z
(刀

,

义 ,

k)

寿f
3
(刀

,

二 ,

k)

一k Z
f

3
(刀

, x ,

k)

一掩2
f

4
(尹

,

二
,

k)

一k Z

j
,
(夕

, 二 ,

k )

一k ,
f

Z
(夕

, x ,

k) {
_

_
k 3
f
4
(口

, x ,

k)

一众3f
,
(夕

, 二 ,

儿)

当二 ~ 刀
,
这些函数有如表2所示的关系

.

表 2 函教f‘(刀
, 二 ,

k )(‘二 1
,
2

,
3

,
4 )在劣 二刀时的性质

1
, , 。 。 : 、

d
, , 。 。 , 、

d Z
, ,

_ _ , 、

} 砂

3
!

0 . 0 一 k ,

{

兰习
_

_
_ _

_ 1

_
_ _

_ _
_
_

址
_ _ _

. .

一里_ ⋯
_ .

{
_

_

f
、
(口

,

月
,

九)

_

;
3

f
‘(刀

, x 沪) (f= 1 , 2 , 3 , 4 )为 方程 (2
.

5 )的齐 次解

的组合
.

在 x = 刀 时
,
f

,
(刀

, 二 ,

k) 有一挠度跳

跃
,
f

Z

叨
, % ,

k )有一倾角跳跃
,
f
。
(刀

, 二 ,
k)有一

弯矩跳跃
,
f
‘
(刀

, 二 ,

k) 有一 剪力跳跃
.

现在让我们考虑一具有任意非均匀和变厚

度的梁
.

离散以后
, D (二) , 丫(x ) , A (x ) , 和

k (x )定义如下 (图 2 ) :

D
。 ,

民 D
, , 壳: 、

D ‘ , 寿‘

徽厂:麟i
,

‘
。一 , 2

!赚
.

点
,

件⋯赚公
)

(2
.

9 )
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任一元素的基本 方程为
:

d
4

X

J戈
4
一 k ; X ~ 。 (2

.

10 )

其中

k
‘

二 k
。
+ 艺 谨x 一刀

, }
。

(左, 一 k , 一 ,
)

夕. 1

‘

D
‘
= D

。
+ E {二 一刀, }

“

(D , 一 D , 一 :
)

(2
_

1 1)

(2 1 2 )

。 、 。

rl

lx 一P ‘尹
一、

、
0

(当二> 刀
‘时)

(当二 < 刀
‘时)

(2
.

1 3 )

为H e a v is id e 函数
.

在x = 刀
‘的连续条件为

:

lim X (刀
‘一。) ~ X (刀

‘) , lim X
,

(刀‘一 e )= X
,
(刀

‘) (2
_

1 4 a )
忍 - ) 0 e se ) 0

1 ;
一M (刀

‘一 。)l

:岑言
一

瓦
-

一
M (刀

‘)l

D 。
lim
口 .

, 》 0

Q(刀
‘一 : )12

D
。

Q (刀
‘)12

D
。

(2
_

1 4 b )

前面二个称为几何连续条件
, 后面二个称为物理连续条件

.

相应的边界条件为
:

a) 端点夹紧

X 二X
‘

= o , (当x 一 0或 1时) (2
.

15 )

b ) 端点简支

X 二M = o , (当劣二 o或 1时) (2
.

16 )

c ) 端点悬空

M一Q二 o , (当黑二o或 1时) (2
.

1 7)

现在具有任意非均匀和变厚度梁的 自由振动问题转变为边值 问 题 : 它 包 含 基 本 方 程

(2
.

1) ,
连续条件 (2

.

1 4 )和边界条件 (2
‘

1 5 )、 (2
.

1 7)
.

我们引入下列 4 x 4矩阵〔A 。, (刀
‘, 二 ,

d ‘)〕(i
,

j= 1 , 2 , 3 4 )

〔A ‘, (刀
‘, 二 ,

九‘
,
占‘)〕

{
f

, (口
‘, 二 ,

k‘)

一 k‘f
‘
(刀

‘, , ,

鑫
, )

k二f
: (刀

‘, 多 ,
k ; ) / 占‘

一 k ;f
Z(刀

. , 二 ,
k‘) / 占

f
: (刀

‘, 二 ,
左‘) / k ‘

f
,
(刀

‘, 二 ,
k ‘)

k‘f
‘(刀

‘, 二 ,
k‘) / d ‘

k 1f
3

(刀
‘, x ,

k‘) / 占‘

占‘f
。(刀

‘, 二 ,
k‘) / k孟

一 d‘f
, (刀

‘, x ,
k ‘) / k‘

f
,

(刀
‘, 二 ,

k ‘)

一 k ‘f
‘

(刀
‘, x ,

k ‘)

d‘f
‘(刀

‘, 二 ,
k ‘) / k言

占‘f
。(刀

‘, 二 ,
k ‘) / k ;

f
: (刀

‘, 二 ,

介‘)/ k‘

f
,
(刀

‘, x ,
吞‘)

(2
_

{
1 8 )

不难证明

A ‘, (口
‘, x ,

k ‘
,
占一) ~ A ‘s (o

,
x 一刀

‘,
k ‘

,
占‘) (2

.

1 9 )

令矢量为

、t

十
子护

一

{“(X )}一
{
X ‘二) X

/
(二, M (黑) l

D
。

Q(x )

D
。 (2

_

2 0 )

然后我们有

{占(二) } = [ A ‘, (刀
, x ,

k . ,
占‘) ] {d (刀

‘) } (2
.

2 1 )
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其中

d ‘一 +

户
{一刀

, )
。

(
一

赘
-

D
。

(2
.

2 2 )

、
、.,/

)

一
月

现在
,
具有任意非均匀和变厚度梁的 自由振动的解可写成如下初参数形式的解

{d (x ) }二〔b
‘。 (沉) ]诬d (o ) } (2

.

2 3 )

其中

b‘。 (二)二 A : 。 (刀
‘一 , ,

、 ,

k‘
一 , ,
己
‘一 :

) + E 公 {二 一刀
, }

。

f盟乡A
‘。

(刀
, , 二 ,

k
‘,

己
‘
)) (2

.

2 4 )
= 1 习 = 1

"

E洲

、、少、.产内btJQ自9自

:

l言
’,

几套
’,

九套
’ ,

月穿
, (s 二 1 , 2

,

3 ,

4) 为待定常数 由满足连续条件决定
, 它们是

公一 l

;~ △A
: 二 + 乙 {二 一刀

, }
。

么A
I ,

(2
.

2 5 )
j 二 l

么月‘。 ~ A : 。 (刀
J _ 1 ,

刀
, ,

k , _ : ,

占J
_ :
) 一 月‘。 (刀

, ,

刀
, ,

k , ,

d , ) (2

{d (1 ) }~ [b ‘。 ] {占(o )卜 (2
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、
食
.

1
‘飞

l
、

甲

X (1 ) = b
l ,

X (o ) + b
: :

X
,
(o ) + b

, 3 M (o ) l

D
。

+ b
l‘

X
,
(1 )一b Z I

X (o ) + b
2 2

X
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(o ) + b 2 3 M (0 ) l

D
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+ b Z‘
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‘

2 8 )

D0州D0
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,

口
价

O
++

M ( 1 )l

D
。

Q (1) 1
2

D
。

= b
3工

X (o ) + b sZX , (o ) + b
。: M (o )l

D
。

Q (o )1
2

D
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D
。

Q (0 )12

3 4

~ b
‘:

X (o ) + b
‘ZX

,
(o ) + b

‘3 M (o )l

D
。 4 4

以上述方程为基础
,

我们可以找出如表 3所示的在 各种不同边界条件下的频率方程
.

现在我们用上述结果来计算一个例子
.

考虑图 只所示的均匀阶梯形梁
, 它的尺寸

,
惯性

矩 ,
截面面积均如图 3所示

.
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裹 3 各种不同边界条件下的非均匀变厚度的颐率方程
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1
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,

刀
! ,
“
。

卜
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宕
,
,
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,
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,
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,
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,

刀
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悬
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!
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“
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,

最
‘
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, a ! ,
“1 ,



非均匀变厚度梁的动力响应的一般解 75 9

l

一 k
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_

1
, _ , 、 , _ 。

J , 又” , “, , “, 少J , ‘U ,

卢
, , “。) + 瓦J ’(u

, a , , “ , ) J
, (U ,

户
, , “。)

k
。

+ 万牙寿; 1
3 (o , “‘, 兑t ) J

‘(0 ,

户
t , 左。) + 夕 k户斌

f
‘
(o

, a , ,
k

,
)f

3
(o

,

刀
, ,

寿
。
)

就一翻

同样

ba ‘-
v k子

气书
。 , 、

v左
,

J
, (”, “‘ , “‘’J

‘
(U

,

卢
‘ , “。, 十砚

七J
‘戈。 ,

卢
, , “。, J

‘(U ,
p ‘, “。)

1
, _ ‘ _ , _

, , 、
.

1
,

十 点
。
J
‘(U , a ‘介‘) J Z (U ,

卢
‘, 左。) + 益

,
f

,
(o

, a , , 左‘) J
‘(U ,

p
, , 纪。) ;

b
3 2

~
, k 子

,

一了
一
J

污 0

(o
, a l ,

k
,

)f
Z
(o

,

刀
1 ,

k
。
) + v k

,

f
‘
(0

, 。, ,

k
,
) f

,
(o

,

刀
; ,
k
。

)

+ ‘。,
1

(。
, a l ,

‘
1
) ,

‘
(。

,

、
1 ,
“
。
) +

臀
,

2 (“
, a 丈,

‘
1

, ‘
3
(0

,

”
止,
“
。

, ,

“1 4一

扇
f

l (“
, a l ,

“
1
),

4

(“
,

刀
1 ,
“
。

) +

渝
f

Z (0
, a l ,

“
1

, f
3
(“

,

”
1 ,
“
。

,

1
, _ , 、 , _ 。 , 、 .

1
, ,

_ , 、 , , , 。

十雨
。
寿老J ’〔U , a ‘, “‘) J , LU , p , , “。)十 公甭 J ‘气U , a ‘ , “ ‘, J ‘叹U , p , , “ 。, ,

将这些结果代入频率方程

b
, Zb : ‘一b o Zbl‘一0

经过简化
,
我得到

(v : 2 一 1 ) 2 (s in 庵
。

刀
, e hk

。

刀
ls in 秃; a , e h k , a ,

+ e o s寿
。

刀
, 。h k

。

刀
: e o o k

; a , “h吞
, a l

)

一 (v z Z + 1)
“
(。in 掩

。

刀
, e hk

。

刀
le o s k

; a ls h k
, a ,

+ e o s k
。

刀
, s h寿

。

刀
: s in 吞

, a : e h壳
t a ,

)

一 4 vz 3s in k
。

口
, sh k

。

口
, e o s吞

, 二le h k
, a , 一 4二 e o s k

o

刀
: eh k

。

刀
: s in k

, a , s hk , a ,

~ o

这个结果与文献〔1〕中用转换矩阵法和文献〔8〕中用寻常的方法求得的完全一致
.

三
、

在任意谐载荷下的强迫振动

在任意谐载荷下的非均匀变厚度梁 的强迫振动问题也可以转化为下列边值问题
:

1) 基本方程

公
一“,X 一了‘x) (3

.

1)

2) 与 (2
.

1 4) 相同的连续条件
.

3) 与 (2
.

15 )、 (2
.

1 7) 相同的边界条件
.

此一边值问题的解可写成如下形 式
:

{占(劣) }~ 〔b ‘。 (x )〕{己(0 ) }+ {p (戈) }

其中 〔b : 。 (二){d (o ) }为方程 (3
.

1 )的齐次解
,
如方程 (2

.

2 3 )所示
, 并且

(3
.

2 )

‘, “, , 一

!
X ·‘二 ,

,

X , ,
(x ,

, M
补 (戈)l

D
。

Q关 (x )12 1 ,

D
o

= [ P . 〕, (m 一 1 , 2 , 3 , 4 ) (3
.

3 )

其中
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夕。 = 1 . + 艺 {x 一刀
, }

。

E
8 一 1

g 犷
, A 。 ,

(刀
‘, 二 ,

k‘
,
占‘) (3

_

4 )

以及

‘
1
一

亩{:
: 。h“‘(X 一 ;卜

。in 。
‘
(劣 一 ; ): , (: )、;

‘2一

磷
一

l:
〔c h *‘(X 一 :卜

。。 : 。‘(二 一 ; )〕, (; )、、

‘
3

一碱瓦{:
: 。h“‘(/ 一。) + 。in 、‘(/ 一 ; )〕, (。)、;

‘

一命l:
〔。h“‘(二一 : ) + 。。s。

‘
(二 一 : ) : f (。)、。

(3
.

sa )

(3 sb )

、

,
产
、矛

Cd
�O一卜( 3

( 3

.

3) 式是方程 ( 3
.

1) 的特解
.

在方程 ( 3
.

4) 中川” 是由满足连续条件 (2
.

14) 得 到的任意待定常(3数

g 万
仍’

]

Zk 犷
_ ,

口一 1 4

~ 么I 。+ 乙 {二一刀, }
。

乙 夕乡
8 , A A , s

了一 l a 一 1

( 3
.

6 )

其中 八I
, - {

夕
,
一刀卜1

夕
、一 a

[ s hk ‘
一 , (刀

‘一刀
‘一 ;
一占) 一 s i n k

‘_ ,
(刀

‘一刀
‘_ ,
一省) ]f (省) d占

1 fo

十 万工了飞 LS fl 勺‘一 8 111 总‘」J“) J 互
乙伟 , 」 口

~ 尸 刀

( 3
.

7 a )

八‘2 一

端
一

书
一

命玖

、一夕、
一i

[ e hk ‘
_ , (刀

‘一刀
‘_ ,
一省) 一 e o s k ‘

_ ,

(刀
。一刀

‘_ , 一君) 〕f (占) d占

[ e hk洁一 e o s k洁〕f“ ) d省 ( 3
.

7 b )

i f口
△ 1 ,

- 一
。 o
一 、

— I
‘O ‘一 I R ‘一 ; J尹

‘一刀‘
_ i

〔s h k ‘
_ 1 (刀

‘一刀
‘_ ; 一雪) + 。i n k : _ ; (刀

‘一刀
‘_ ; 一宜)〕f (占) d占

+ 、

了
二

{
。

: : h。‘汁
。i n材〕f (、)心
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_

l 口
一 尸 】

( 3
.

7 e )
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~

1

2占‘
_ l

刀
‘一夕

‘_ z

刀
, 一1

[ c h k‘
一 , (刀

‘一刀
‘一 ;
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‘一刀

‘_ , 一占)〕f (占) d君

+

斋 {
。

[ 。h *‘: 一 C 。 s、‘: 〕了( ; ) 、*
‘ U ‘

_

, 口
一 尸 J

( 3
.

7d )

和 AA . 。

= A . 。

(刀
‘_ , ,

刀
‘, k ‘_ , , d ‘_ l

) 一 A 。 ,

(刀
‘,

刀
‘,

k‘
, d‘) (m

, : = 1
,
2

,

3
, 4 ) ( 3

.

8 )

四
、

在初始条件下的强迫振动

我们考虑非均匀
、

变厚度梁在初始条件下的强迫振动
.

基本方程为
:

答二
-

D
口X

“

口
2

口
名夕

口x
Z

.

夕A
.

飞~ -

一二了
一

夕 令
一尸‘x

’‘,
( 4

.

1)
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(4
.

Za )

(4
.

Z b )

、少、,
产

Ca
9自nJ

边界条件为
:

a) 端点夹紧

夕一犷一。 (% 二 O或 1)

b ) 端点简支

g 一M ‘ 0 (, ~ 0或 1)

c) 端点悬空

M一Q = o (x = o或 1 )

以及连续条件为
:

lim X (刀
‘一 。) = X (刀

,
) , lim X

,
(刀

‘一 。) = X
,
(刀

‘
)

M (刀
‘一 : )l

刀
。

M (刀
‘
)l

D
。

1im
B ‘ , 介 0

Q (刀
‘一 : )1

2

刀
。

Q (刀
‘
)1

2

D
。

(4
.

3 b )

初始 条件为
:

g (劣
, O) ~ g 。

(劣 )
, 夕(x

, 0 )二 g ; (戈) (才= 0 )

令方程 (4
.

1) 的解为

(4
_

4 )

g (二
, 才)~ 乙 Y

。
(x )q

。
(t ) (4

_

5 )

其中 y
,

(x )为在 已给边界条件 (4
.

2) 下和连续条件 (4
.

3 )下具有自然频率八的简正坐标
.

由

第二节
,
我们知道当阶梯数

n
趋近于无穷大

,
所得的非均匀

、

变厚度梁的自由振动的解便趋

近于精确解
.

我们 由(2
.

3) 便可得到相应的边界条件下的Y
。
(劝和自然频率

.

我们得到的简正

型函数有正交性
.

简正坐标满足下面的方程
:

q 二+ P二= Q
。

(4
.

6 )

其中

因此 ,

。
。

一

{:
F (二

, ‘, Y
·
‘二 ,“ (4

_

7 )

方程 (4
.

]) 的解可写成如下 的形式

‘一份
尸J一力
‘

q一
、

夕(x
, t)= 乙 y

。
(x ) [ q

, 。e o 。夕
。t + s in P

, 才

+ 了
一

(
‘。

,

(, ) 。in ,
。
(才一 r )J : 〕

夕 ”J O

(4
_

8 )

其中

。, 。
一 (

’
一

, 葵
, 。

:
,
(二)J二

, 。二
。

一 }
‘ 一

粤
。 ;y

.

(, )J x

J O 甘 J O 习

(4
.

g a ,

b )

五
、

讨 论

1
.

函数集 {Y
。
(劝 }为正交

,
可以证 明如下

:

不难证出下列具有任意非均匀和任意变厚

度梁在下列方程所表示的

苏
。(·)

豁
+ 下(劣 )A (劣 )

g
Y二 0 (5

_

1 )
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拼
。

(x )} 是正交的
.

在我们的方法中
,
我们有如下形式的基本方程

d
Z 一

、

, j二万
~

刀‘(劣 )
“ X

一

d
么

Y

d x Z

夕‘(x )A ‘(义 )

g
y ~ 0 (5

_

2 )

由于D ‘
(x )C D (x )

.

由方程 (5
.

2) 得到的函集王Y
”
(劝 }依旧是正交的

.

2
.

我们用转换矩阵法“’得到与表3中同样的频率方程
.

3
.

我们可以将表 3中的频率方程变为如下的幂级数方程

1一 a 一劣一 a : x Z
一 a s% 8

+ ⋯ ~ o

其中
a , , a Z , a 3 ,

⋯为实数
.

用文献 [ 2 1〕附录 3中的方法
,
我们可得一阶近似的根

川
‘’= 1 / a ,

二阶近似

二尸一材
一

亏
一

七而
2
平

。

为

三阶近似

(5
_

3 )

(5
.

4 )

(5
.

5 )

x 尸 = 刁斤衣而石干万瓦瓦千百乃 (5
.

6 )

以下各阶近似依此类推
.

我们可以得到解析形的频率方程的根
.

4
.

本文提出的方法可推广对具有任意非均 匀和任意变厚度的其他结构元件
,
如杆

、

板

和壳的研究
.

5
.

假如所考虑的梁有如图 4所示的弹性约束边界条件
:

在 x = O

Q(0 )1
2

刀
。 ~ K r 。X (0 )

, M (o )l

D
。 = K e o

X
,
(0 ) (5

.

7 a )

在 x

Q(1 )12

刀
。
一 K T I

X (1)
, M (1 )l

D
。

= K
。 :

X
,

(1 ) (5
.

7 b )

J

I
.

.、
J

了
.

1
户

将 (5
.

7 )代入 (2
.

2 3 ) ,
我们有

X (] ) = (b
; 1
+ b

l‘

K , 。)X (o ) + (b
, 2 + b

, 。

K e 。)X
,
(o )

X
,
(1 ) = (b Z I+ b

Z 一

K
, 。
)X (o ) + (b 2 2 + b

Zs

K e 。)X
,
(o )

K , 。X
,
(1 ) = (b

3 :
+ bs一K , 。)X (o )+ (baZ + bs s

K e。)X
‘

(o 〕

K , IX (1 ) = (b‘
,
+ b“K , 。

)X (o ) + (b
‘2 + b

‘sK
o o )X

‘
(o )

由这些方程
,
我们可得到所求的频率方程

(5
.

8 )

(b
s ,

+ b
3 一K , 。一 b

Z IK 。 :
一 b

Z‘

K , 。K e , )(b‘
2
+ b一

。
+ b‘3K 。。一 b z :K , ,

一 b
1 3

K , ,

K
一。) 一 (b

s : + b s oK
e 。
一 b

2 2

K 。, 一 b
: 。K e o

K 。,

)

x (b一
,
+ b“K , ‘一 b

l ,

K , 1一 b
l‘

K : 。K : ,
)~ o (5

.

9 )
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表3中不同边界条件下的频率方程为方程 (5
.

9) 的特例
.

例如在 二 ~ 。, 夹紧的端点条件

为
:

K
, 。
= K

, 。
~ co 简支的端点条件为

:

K
二 。

一 oo
,

尤
, 。
一。; 悬空的端点条件为

:

K
, 。

~ K
。。

~ 0
。
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