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摘 要

本文从H e llin g er ~ R ei s s n o r

广义变分原理出发
,

以位移和应力的假设为基础
,

建立了厚壳理

论
.

文中把壳休的位移展开为其厚度方向的幂级数
,

对平行和垂直于中面的位移分别保留其 级 数

的前四项和前三项
.

并假定壳体的法向挤压和横向剪切应力沿壳厚为三次曲线
,

使其满足 上 下壳

面上的应力条件
,

利用变分原理推导出分析厚壳所需的物理方程
,

平衡方程和边界条件
.

文 中 对

圆柱壳的情况作了实例计算
,

并作了光弹性实验
,

结果表明理论和实验符合良好
.

关抽词 厚壳 圆柱壳 法向挤压应力 变分原理 光弹性实验

一
、

引 言

在各种工程领域中
,

经常遇到厚 壳结构的分析问题
.

曾有不少学者提出过中厚 度 壳 理

论
‘” 一 「‘’,

这些理论都是在K ir c h h o ff
一L o v e直法线假设的基础上进行修正

,

在一定程度上

考虑了挤压和剪切应力的影响
,

使之适用于较厚体的分析
.

对于更厚的壳体
,

这些理论仍不

适用
.

诚然在处理某些问题时
,

可把它作为三维弹性体来进行分析
‘”〕,

但是这种方法只有在

很特殊的情况下才能得到 问题的解
.

对于一般的情 况
,

问题相当复杂而难于求 得问 题 的解
.

本文采用位移和应力为壳厚方向高次幂级数的假设
,

将三维的弹性厚壳近似地化为二维问题

来处理
,
使厚壳分析工作得到大量的合理简化

,

较容 易找到问题的解
.

数值例子表明
,

本文

的理论与实验符合良好
.

二
、

厚壳的基本理论

( 1 ) 壳体中位移和应力的假设

图1为壳体中的一个单元
, a ,

刀
, , 为互相垂直的曲线坐标

,

壳体表面上作用有载荷 p 九

P丁, P言, P百
,

p 言, P丁
.

假定沿 a ,
夕

, v方向的位移
“, 。 , 。 可展开为, 的幕级数

,
对

。, 。
取

至级数的前四项
, 切取至级数的前三项

,

即假定壳体的位移场为
:
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式中 下的各次幕的系数为互相独立的函数
.

在厚壳中法向挤压和横 向剪切应力的 影 响 相 当重

要
,

要设法 使它们满足上
、

下表面的应力条件
.

如图 1所

示
,

在壳体上
、

表面上的应力条件为
:

a 3
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”
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r 2 3‘a
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我们假设 田 1 宪体单元

(l+ 寿
1
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并使之满足条件(2
·

2 )
,

便得到如下的应力表达式
:
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式中 甲, , 叽 , 势; , 丸夕 叭 ,
叭是互相独立的函数

,
气

,

气为中面曲率
,
而

H
土

~ (1士k
;
h/ 2 )(1士吞

Z
h/ 2 ) ,

H 老= (1士k
:
h/ 2 ) ,

H 吉~ (1士寿
l
h/ 2 ) (2

·

3 e )

上式中的因子 (1 + k
;

刃和 (1 + 凡刃是为了运算方便而乘上去的
.

我们对位移和应力同时分别

作了假设
夕

但因各具有 , 的高次幂
, 它们之间不会造成大的矛盾

,
实例计算表明了这一 点

.

( 2 ) 壳体 的几何方程

在正交曲线坐标中
,

弹性力学的几何方程为
:
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式中
。1 , e : , e 3 , e , 3 , 。2 3 , 。 , 2

为壳体中的应变分量
,
A

、

B 为中面的 L a m ‘系数
.

把位移 (2
·

1) 代入 (2
·

4) 式后
,

将其按 , 的幂展开 夕
取三次幕以下的各项

, 得到如下的壳

体几何方程
:
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凡
: 列在附 录中

.

( 3 ) 壳体的内力

把壳体横截面上的应力向中面简化
,

就得单位长度的内力
,

如图 2所示
:
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:
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( 4 ) 壳体甚本方程的推导

求解壳体的位移和应力
,
除几何方程外

,

还需要平衡方程
,

物理方程和边界 条件
.

我们

应用H el li n g er 一R ei s o n e r广义变分原理
【”’
来推导这些方程

.

本文限于讨论各向同性线性材

料
.

对于壳体
,

H el lin g er
一R ei s s n e r 变分原理形式为

:
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.
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:
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2
= o

R 。 ,

一R : se o s 82 一 R lse o s s
,

二 0

P
二 一 P

, l e o 8 2
口

l一 P
: : e o s 2

6
, 一 (P , 2

+ P
Z ; ) e o s 6 le o s夕: = 0

P
。 . + ( P

, , 一P
: :
) e o s 8

1 e o s夕
2 一 P

工。e o s ’夕
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式中氏
, 口

2

分别是壳体边界法线与a和刀的夹角
,
而

( 2
·

1 0 a )

一 r hl :

( N
· ,

M 一 R
· ,

p
·

) 一J
_ 。, : 口” ( 1 + “‘, ) ( 1 , , , v, , ? , ) d ?

‘N一M一 R 一 p 一 , 一

{ f 。 。( 1 + k : y ) ( 1
, 夕 , 夕2 , y 3

) d夕
一 招1 2

(二
. , ,

。
· , ,

R
· ,

卜J二
么

⋯“ + “
‘, , “

, , ,
, ‘, d ,

( 2
·

lo b )

上面推得的式 (2
·

8) , (2
·

9) 是位移和应力的形式分别受 (2
·

1) 和 (2
·

3) 的约束时的物理方
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程和平衡方程
.

(2
·

8) 的前三式 即为H o o k e 定律中的三个关系式
,

其余各式是由于本文作了

应力假设而得到的补充物理方程
, 从中可求得函数甲

1 ,

姚 , 功
l ,

功
2 , 。 , , 。 2 .

(2
·

9) 中的前五

式与薄壳中的平衡方程相同
,

其余各式是 由于增加 了变形的自由度而增 加 的补充平衡方程
.

本文讨论的壳体理论中共有二十个未知函数
,

其中有十一个位移参数 (u
。, 。 。, ⋯ , 叨 2

) , 三

个应叻(a
, , 几 , r , 2

)和六个应力参数 (切
, , 切2 , 劝

, , 丸 , 。 , , 。 2
)

.

共有二十个 方程
, 其中有

九个物理方 程
,

十一个平衡方程
,

刚好求解二十个未知函数
.

求解时可采 用 位 移 法
,

把应

力
,

应力参数及各内力 素都用位移参数表示
,

然后由平衡方程和边界条件求出位移参数
.

三
、

圆柱壳实例和光弹实验
I

我们来考察两端简支的圆柱厚 壳的轴对称问题 (图3 )
.

把满足下列条件的支承边界称为

简支边
:

(田
。 , 切 1 , 功2 ,

N
; , ,

M
; 1 ,

R
, 1 ,

P
, 1
) }

。 二 。 , 。

= 0 (3
·

l
_

)

在轴对称情 况下P言= 0 , 。~ 0 , P丈
,
P专和位移只是 a 的函数

,
川和P于的合力为零

.

由(2
·

9) 可

得由位移参数表达的平衡方程
:

〔L
‘j〕

: 、 : {U }= {P } (3
·

2 )

其中 {U }二 (u
。 , 叨。 , “ ; , 。 , , u Z , 切2 , u 3

)
,

为位移列阵
.

笼p }~ (户
, ,

P
Z ,

⋯
,

夕
:
) ,
为载荷列阵

.

力
, ,

八 , P
。夕 P

7

和P
Z , P

‘, P
6

分别只与P玄
,

d P言/ d a和川
, d P亩/ d a

有关
.

在算子矩阵〔L
‘, 〕, 、 ,

中
,

当i= 1 , s , 5 , 7 , j= 2 , 4 , 6 和‘= 2 , 4 , 6 ,

j= 1 , 3 , 5 , 7时
,

算子L ‘, 只与d / d a 有关
,
而

其余的算子只 与d
乞/ d 护有关

.

在一般的边界下
,

可用欧拉待定指数法求解平衡方程 (3
.

2) 在相应边界条件下的解
.

对于

简支边界条件也可用富 氏级数求解
.

这里采用后一种方法
.

设
:

{ }
一

鑫
}A 孟

‘’C““那兀a

a

(3
·

3 )

} C孟
‘’s in 川

汀a

a

f二 0 , 1 , 2 , 3

j= 0 , 1 , 2

把载荷展开为相应的级数
:

,
’辛

,
一

云!
““一

、

p 百
’ “ 一。

乏
。““‘n

7刀兀a

(3
·

4 )

阴兀 a

(3
·

3) 夕 (3
·

4 )可满足边界条件 (3
·

1 )
.

把 (3
·

3) , (3
·

灼代入 ( 3
·

2) 可确定系数 月备
‘’, C盖了

, ,

从

而求得位移和应力
.

对图4所示的局部载荷可求得
:

广

扔一毛

lll
-

一一 二尸吵 叭叭
!!!!! J币「万万砰三

士住三三
口/ 2 l

a
牌

图 3 简支轴对称. 柱宪 图心 周部徽有目柱充
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午3

一P

潘一4

~ 0 , q 采“ 0 ,

一

}
‘一 1’

L 0

扭

七
‘

协兀a
5 I n 一

-
一

a

(m = 2 ”+ 1 ) (3
·

5 )

水兀

(阴 = 2 九 )

心峨

其中
n ‘ 0 , 1 , 2 ,

·

⋯
下列各图线是对局部载荷情况的理论计算和光弹实 验 的结 果

.

数 据 取
a 一40 c m , J”

0
.

4 e m , D 二 z l
.
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2 5 , 元二 D / Zh二 1
.
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二
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‘

一
“

一
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. 一一 ~ 住

护 一
J 弋

‘
一 户 O

, 已 O

一心 韶6
J 几O

布一
一 - 下户石一

~

一
~

下; 一
‘ 一

; 芍

(自)

一 O
肠 一O

1 0 ‘

几 Q 0
.

、5

, 口 -

—一—一
刁

公 乃公 9 1 5

(匕)

。
、

,
‘

价川
)

,

/ 人 。

‘刀
乙

。以.、.注

O
。

万奋 运

遥一, 二 h/ 2

2 一1脸 一寿/ 2

3 一p . o

. .
. - 一 7 二人12

x 一一‘ , “ 一点作
.

一 一~ 护侣O

0 2 5

荟一护 尸 (飞 5

2 ~ “尹一 2 0

3 . , 2 , = S U

‘

1

1
!!
汤教

0 2 3L 3 冬
热

〔r : / 了
,

勺
一

. ~ .

一
. 呀 . ~ _ 一 “ 广一 典

续羹裹
一
0 2 5以

布含3 ~ 二 友

炙一一一 仪 产 -

. 一 _ _ 尸 , 悦 日

.胜.. !.
.....月..,几r.‘11砰

�净2
.

9 令 口 趁; 口 8 心

( c )

二内一 下二

‘ ()

二 ” }
l平 {)

一 O

日 L 〕 抢

( d )

竹吻

“
· s

饭
/

0 2 5
/

、

1一 . , , 0
.

5

2
~
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四
、

结 论

从本文的分析可得出如下结论
:

( 1 ) 本文提出的厚壳理论比较全面地考虑了法向挤压和横向剪切应力的影响
,
可用于

厚壳结构的分析
.

( 2 ) 文中例子的理论结果与实验符合良好
,

所给出的几
, : 、。

与中厚壳理论的直线分布

和抛物线分布的假设相差较大
.
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