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摘 要

本文建立了杆
、

壳的子空间变分原理的一般形式
,

将它作为杆
、

壳的本构近似理论 中 的控制

方程
.

并由此得出杆
、

壳的本构方程
,

所得结果令人满意
.

关妞饲 杆
、

壳理论 子空间变分原理 木构方程

日}
.

全
自

J . 口二万

在杆
、

壳理论的发展中
,
我们可以发现它有两种来源

仁‘’‘2 ’: C o s o e r a t 曲 线
、

曲面理论

虽然能提供精确的杆
、

壳方程
,
但它的本构方程一般须经本构实验才能得到

,
这使该理论的

实用有很多困难
.

三维方程的近似化理论利用杆
、

壳材料的连续介质本构关系
,

经过数学处

理
, 从而得到杆

、

壳的本构方程
.

在文〔3 〕中
,
作者提出了直杆

、

板的子空间变分原理
.

本文在此基础 了给出了杆
、

壳子

空间变分原理的一般形式
.

在三维方程近似理论中
,

它可做为杆
、

壳本构近似的控制方程
,

得到杆
、

壳理论中的本构方程
.

从求解过程中
,

我们可知杆
、

壳本构方程的精度 由内截面上

应功近似的精度所控制
,

同时证明了在H
。

空间〔‘ 〕
内得到的杆

、

壳本构方程的误差为 0 (。
,

)
.

二
、

杆的子空间变分原理

设组成杆的材料为超弹性的
, 在三维非极弹性的变分问题中

, 总势能泛函为
「5 ’:

二(。 ) = {
_ 仁二(二 )一 、

。

(。一。 )。〕、: 一
f

_
_

_

, u 、,

J 八 O J 沙八 0 “

(2
.

1 )

这里
, b为体力密度

, a = u 为加速度
, 万(F )为变形势能泛函

,

表面口K
。
上的应力边界部份

.

对 u 作满足位移边界条件
:

F 为变形梯度
,
口K g为物体

“ == “ (的口K 言上 )

的变分乙“
,
且规定a 二u 不参加变分 (原则可用 H a m il七o n 原理

,
结果将是一致的)

,

本构方程

(2
.

2 )

利用

T 二 d刃/ d F (2
.

3 )

.

何福保推荐
.
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T
为 第一K ir c h h o ff 应力

,

从变分驻值问题d H 一 o可给出
:

D iv T + p o
(b 一 a )= 0 (在 K

。

内 ) (2
.

4 )

T牡 = P (面口K 牙上) (2
.

5 )

总势能泛函 (2
.

1) 的变分等价于平衡方程及应力边界条件
.

对于一般曲杆
, 采用文〔4 〕中的 记法

,
K

。

中采用F r e n et 标架
,

了
。

面上采用 笛卡尔标

架
.

由S和 S + △S两横截面截取杆的一个微段△K
。 (如图 1 ) ,

将八K
。

作为一个三维体考虑
.

假设作用在面了 (S )和面了 (S + 八S )上的应力
T 、 , T 。 + △。 已知 , 并作为外荷载

.

则△K
。

的边

界除有限个点外均为应力边界
.

根据 (2
.

1 )式
,
△K

。

的总势能泛函为
:

““(“ )一

代
‘ △“

盯产
万 一 。。(卜

。 , “ ,“‘ 一

手、
刀“”““

c]a
“

一

盯
、、, , △。)

一
d A 一

{I
、 (。 ) T

一 、,

l (2
.

6 )

令△S , 0

1im
△8 曰》

△万 r r _ 一
.

_ , 、
_

, J

r
.

_

压反”J」汤进。 一 P0 又。 一 a ’“」“丑 一 于
。

丫
“
Pu

“‘

一

仃
, (”⋯

u + T ·“·“ )d A

一

手礴
, , 。g o c

妈(S )

(2
.

7)

式中g 为待定常数
.

H
‘
(从

设口。u 二 , 为一独立变量
,

则得到
:

, v )一 h m 么刀/ 八S
么S

‘

一》 O

一

仃
、 : ““一 (“。

。

砰
“S T ·) u 一 ‘S , 〕d A

一

手
。、(T 。。+ , 。p )。。。

(2
.

8 )

式中

因为

万理 ~ 万 1丙
。二 v

对泛函H 习 (“
, v )变分

,

b = b 一 a

p 。a 二 p 。“项不参加变分
:

。H ‘ = {{
,

〔。T 。二 一 (月。
,

石一。
, T , )。u 一 T 。。、〕、,

J J
.

乃

一

手
。、(1 ·。+ A o p )“U d C

(2
.

9 )

占F = d (I + G r a d u ) = G r a d d u

一
分
〔。。“。 + r 。。

:

‘, 一 : x 。, “u )。“+ d
r a d “u

I丁
、
汉T d F d A

一 {{
(: 。)。。J , + 币

‘

T 、。u r (。;
二

一 二 ;
,
)。e

J J 理 J 刁
冲

一
ff

‘

[ r 。。。。
:

(T、)。, 一 r 二。。。
,
(T。) ]、,

J J
‘

俘
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{{
,

( : ‘、一
/

,为iv T )。u 、、 + 币
J J 刀 J 户才

汉d “ T在d C
(2

.

1 0 )

代入 (2
.

9) 式
:

。二“一
{{

_ J

[ 。u (一刀。
。

石一。
。 : 。一 : 。。

:

(T。)+ : x 。
,

(T。)

J J J公

一 刀D iv T + k T玄) + d刃 (T鹿一 T s )」d A

+ 币
、

_ 。u : 一 、。p 一 下。。+ 刀而 + T。: (。;
:

一 二、
.

)、c

J . J盆
(2

.

1 1 )

从变分驻值条件

d万‘ = 0

可得到下列方程

口。T ‘+ T (刀口
:

一 x 口
,
) T k + 刁D iv T 一柱 k+ 户。

刀石= o

T ‘ 一 T几= 0

T花r (夕疙
二

一 %泥, ) + 理T汽一 : g 一刀 , p = o

将 (2
.

1 1)式代入 (2
.

1 3 )式 :

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

口
:
(T 花)+ : (刀d

:

一 ‘、口
;
) T 几+ 刁 D iv T 一 : 玄k+ p 。

刀 b = o

此式即为平衡方程 (2
.

约式在曲杆上的矢量表达式
.

将(2
.

14) 式代入 (2
.

1 5) 式应为边 界 条件

(2
.

5) 式 ,
这是总势能泛函变分的 必然结果

.

将 (2
.

5)
、

(2
.

1 4) 式代入 (2
.

15 ) 式 ,
并利 用公

式 〔咭’

牡 == e o s刀泥一 s in 刀花

可得到
:

T几(月tg 刀+
: , 斤

。
一 T x 泥, )一 下花夕= o

从上式可得出待定常数
:

g = T

娜
二

一 :
娜

, 十月tg 刀 (2
.

16 )

上式实际上反映了下面的事实
:

“

硕
、

fdA
一

分浏
“ +

手
。

“(·妈一
‘, + “‘g 刀)“C

(2
.

1 7 )

将g 代回(2
.

1 5 )式
,

成 为

刃 (。p 一 : 泥+ T 。七g 刀) = : (T几一 : : )(夕泥
:

一 x 成
,
) (2

.

1 5 )

(2
.

1 3)
、

(2
.

14 )
、

(2
.

18 )式是子空间势能泛函 (2
.

8) 式的E u le r 变分方程及自然边界条件
.

我

们分别称为拟平衡方程
、

拟连续条件及拟边界条件
.

对于一般情 况下的 曲杆
,

预先给出横截面了上的应力分布 下。 是一件十分困难的事
.

因

此
, 我们必须进行一些近似化处理

.

假如我们以 T 。在H
二

空间上的投影 P
. T : 近似代替应力

Ta
, 则给问题的处理带来很大的方便

.

利用 P
” T 。
代替

T 。后
,

(2
.

14 )式成为

P 通丁 夕一 T花= 0 (2
.

19 )

上式实际上为拟连续条件(2
.

14 )式仅在万
二

空间内成立
.

一般来说
,
如果我们按照经典杆理论所提供的了面上的应力分布 f 。可以作为尸

, T , 的应

力分布
.

事实上
,

设矛。为M
“

的函数

于刃 = 矛召(M
a

) (2
.

2 0 )

子; 只须 满足

<子。, G
a

) = M
a

‘

(2
.

2 1 )
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即可做到

子: ~ P
。 T 。 ~ M

“
G

。

因此
,
我们可以总结得到下面杆的子空间变分原理

定理 (曲杆的子空间变分原理) 杆的子空间总势能泛函

“
·
(u , 。
卜几

〔万一
、。

石u 一”· (p
·

, ·)u 一p
· T ·。〕d A

一

手
。‘〔p

· T · (·。“
:

一
“, + “‘g 刀) + “。, 〕。、C

(2
.

2 2 )

‘
、、刀月注氏d今曰q自

:

的 E u le r变分方程及自然边界条件为

拟平衡方程

口, (P
。 T : )+ 了(, 口

: 一劣口, ) T 几+ A D iv T 一 T 玄存+ p 。
石效 = o

拟连续条件

P
二 r 召 一 T花二 0

拟边界 条件

刀 (刁p 一 T泥一 p
。
布。七g 刀)=

: (T花一 p
。 下: )(夕

:

佗一 劣程
,
)

其中尸
。 T 。为已知

, 泛函变量 (“
, , )〔F x F

,

在下述条件

(2
.

2 3 )

(2
.

19 )

“ = 0 C u r l “ }。
二。= 。

二 0 (在点P
。
〔丫 )

(2

(2

下变分
, 子空间应变能密度刃

“和曲杆的材料在三维弹性时的本构关系为
T = d 刃/ d F }

。 : 。二 。

万夕 = 万 }
。川二

。

(2
.

2 5) 式实际上是了面的 刚性位移及转动的约束条件
.

对于曲杆中最简单的一种特例
-

一直杆
, 此时K 为零

, 二
为零

,

子空间势能泛函简化为
:

万夕(“ ,
。 )一

仃
‘ : “一 (。洒+ 。·p

· T · )u 一 p
· : ·。 }d A

一

中
。、。‘。+ p T : 。in 刀)。、c

在文〔6〕中
,

利用上式刀
‘(u , , )的变分驻值导出了深梁的 本构关系

,
修正了 C o w p er

〔7 ’的

结果
,
增加了荷载修正项

,
考虑了荷载效应及荷载各种分布情况

.

与三维精确结果相比
, 当

厚跨比较大时
,
忽略荷载项带来了较大误差

.

三
、

壳的子空间变分原理

取壳的流形为其中面了
,

在了上取随动曲线坐标系 {0a :

向取坐标尹= 二, 在了上任一点沿坐 标线方向取一微柱壳体

(图z )
,

设微柱壳体的四个侧面了(0‘)
,

了 (8‘+ A O
‘

)
,

了 (0
2
)

,

了(8名+ △8
名

) 上的应力 S “ (6
,

)
,

S ‘’ (6孟+ △0 , ) , S ‘2 (0
2
)

.

夕
“(0

艺

+ △少)为已知
, 则这个微柱壳体的总势能泛函为

:

a = 1 , 2 }, 沿着了的正法线方

△刀 = f
_

(二一。
。

阮 )d 。 一币
‘

Pu ds
J 八 V J 口凸 r

一 (
_

f
二 ; (二一 。

。

。。 )、, 、: 一
「(, ‘u ‘。。) : “d A

J 心J 二魂 J 二 d

图 2
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一

盯
, (。

1 + △。1
。 “ : S ‘1一““

2
“

一jt
(。

:

〕、、s ‘1一、。
2
、·

〕
一

盯
, (。

: + △。!
)“‘

一

S ‘2一“”!“
一儿

(。:
)、、s ‘2一、。

,
、·

〕 (3
.

1 )

令△A o o ,

并往宣到
:

斌 g , 。
= 〔g

,

茗
2

9 3二
, 。

= 厂 l
。

Cg
l

g : g
。

」= r 畜
。

斌互 (3
.

2 )

则 (3
.

D 式可简化为

1im
乙A es ) 豁

一

J
。; (‘ 一 。。”U 一巧

·
S ‘

一
S , : 一

一 S ‘“。‘: 。

一 S ‘“ : , f :
。
)d 二 一 〔“粉(广

一 S ‘“ 拼二
n , ) “‘〕重士

在上式中
,
将

“‘, u ‘1 。
作为独立变量后

,
记为

(3
.

3 )

1im
△A es ) 豁哩

H “ (一
“‘1 ·

’
(3

.

4 )

对刀
“(u ‘, 。‘, 。

)进行变分
,

利用 本构关系( 2
.

3 )式可得到
:

6万 ~ a 万 / d F dF 二 : dG r a d “ = r ‘jd u ‘, ,

~ 了‘a d“‘
, 。

+ 丁‘3占。‘
, 3

拼d万二召: ‘“

加“ 。
+ (召r ‘3面‘)

, 。一 户
, : : ‘“

加
‘ 一 召 : 19如

“H ·‘

一
, 一

丁
。; 、(

一
S ‘。 )‘

一
〔一 }

.

+ 苦
‘3 ,

。

+ p 。

石‘+ (S ‘“ 一 : ‘“ )
, 。

+ f }
。

(S ‘“ 一 r ‘“ )

+ 厂 }
。

(Sj
a 一 : ja

)〕Ju }‘d : + C“(P ‘叮

一 S ‘a拜三
。, , 一 : ‘8 )面‘〕重士 (3

.

5 )

从子空间势能泛函刀
“(u ‘; 。 , u ‘)的驻值

:

d H s (u ‘一 “‘; · )二 o (3
·

6 )

可得到
:

: ‘j }, + 户。

石‘+ (S ‘“ 一 , ‘“ )
, 。

+ 厂 {
。

(S ‘a 一 : “ )

+ 厂 {
。

(S j a 一 : J a

)二 o (3
.

7 )

r ‘a 一 S ‘a 二 0 (3
.

8 )

p ‘= : ‘a 。, “续+
: ‘3 n 。+ (S ‘a 一 : ‘a ) , , 拼三 (3

.

9 )

(3
.

7) 、 (3
.

8) 式是变分问题 (3
.

6) 式的E u le r方程及 自然边界条件
.

事 实 上
,
对于一般

情况下的壳体
, 要预先给出S ‘“

的精确分布
, 几乎是不可能的事情

.

因此我们有 必要进行一

些近似处理
.

和杆的子空间变分原理处理方法一样
, 用S ‘“在H

。

空间上的 投影P
”
S “ 近似地

代替S ‘“ ,

此时
,

我们可以得到如下的壳体的子空间变分原理
:

定理 (壳体的子空间变分原理) 壳体子空间总势能泛函
:

刀8 (“‘, 。‘1 。

) 二 {
_

(二。 一 。。
。‘u ‘一瓦

。
尸

。
s ‘·。‘一 (尸

.

5 ‘。 )
, 。“‘

J C

一 P
,
S ‘“

·

。‘, 。 一 P
。
S ‘“ “, 厂l

。

〕d z 一 〔料勺(P‘一 P
o

S ‘“ n , “竺)
u ‘〕套才

的E u le r 变分方程及自然边界条件为

拟平衡方程
:

r ‘了}, + 户。石‘+ (P
.
S “ 一 : ‘“ )

, 。
+ 厂 {

。
(P

.

S “ 一 : “ )

(3
.

1 0 )
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+ 厂 {
。

(P
o

S Ja

一 : j a

) = o (3
.

1 1 )

拟连续条件

P
.
S ‘a 一 r ‘a = 0 (3

.

1 2 )

拟边界条件

p ‘= : ‘a n , 拼续+ : ‘8 n 3
+ (P

o

S
‘a

一 : ‘a )。 , 拼之
.

(3
.

1 3 )

其中 p
。

S ‘a 一S
‘“

(M
r )为已知

,

泛函变量(u ‘, u ‘、。)〔了 又了在下yIJ 条件下
u ‘= 0 口u 。

/口之一 0 (在z ~ 0上) (3
.

1 4 )

任意变分
,

子空间应变能密度万
“

及壳体材料的三维本构关系已知为

万召= 万 }(。‘l a , “、) T = d 万 / d F (3
.

1 5 )

(3
.

1 4) 式实际上是约束 壳体法线方向的刚性位移及转角的条件
.

四
、

子空间变分原理求杆
、

壳本构方程及误差分析

在二
、

三两部份中
,
建立了杆

、

壳的子空间变分原理
,

便地得到杆
、

壳的本构方程
.

以壳体为例
, 在 (3

.

10 )式中
,

的截面应力分布S ‘“

为尸
,

夕
“ .

实际上
, S ‘“

为M
r 的函数

通过子空间变分原理
,

我们能方

我们可以取经典壳体理论所提供

S
‘a

= S
‘a

(M
r ) (4

.

1 )

S ‘“只须满足
〔‘’

(S g
a

G 厂 ) = M
r a “

即可得到
‘

S ‘6 = P
,

S ‘“

将 (4
.

1) 式代入 (3
.

10 )式中
,
通过变分计算

, 可得到关系式

U == (“。
, “‘, 。

) = U (M
厂 )

再将上式代入壳体的应变度量方程
, 最后即可得到壳体的广义 应力

一

广义应变关系

K
。

= K
。

(乃J r ) (4
.

2 )

此式即为壳的本构方程
. _ ,

记由(3
.

1 1 )、(3
.

1 3 )式所确定的应力为
: 称‘J, r ‘,

为 (3
.

7 )、(3
.

9 )式所确定的应力
, 即壳

内的精确应力值
,

很容易证明

尸
,
钊 , 二 T别 j

而
〔心’

了‘J== P
. 公‘, + O (￡

,

)

因此
丁铃 ‘了= 了‘, + O (己

.

) (4
.

3 )

总势能泛函驻值问题实际上是平衡方程的能量描述
.

在变分计算过程中
,
我们利用了三

维本构关系
T ~ d 万 / d F = C (F )

C为可微函数
.

当 T 肠代替 T时 ,
很容易地推导出

〔‘’最后得到的本构关系(4
.

2) 式的误差量级为

O (。
:

)
.

从求解过程中
,

我们亦知
,

本构方程的误差完全由 T 的近似误差所决定
.

在文 [ 8〕中 ,
我们利用子 空间变分原理求出了小变形时 R ei ss n er 板 的本构方程

.

与文

〔2〕中结果相比
,

在其本构方程中增加了荷载 (包括面内荷载) 项
.

特别是对于多层层合板
,



杆
、

壳子空间变分原理 9 8 3

得到了它的全截面本构方程
,

避免了繁琐的分层计算
,
为层合板的分析计算提供了有效的途

径
。
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