
应用数学和力学
,

第13 卷第11 期 (1 9 9 2年n 月)

A P p li e d M a th e m a t ie s a n d M
e eh a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

复合材料力学的 H a m ilt on 体系和

辛几何方法( 1 )

—
一般原理

’

钟万瓣 欧阳华江

(大连理工大学工程力学研究所
,

1 9 9 1年7月 1 日收到 )

摘 要

首次把用于动态体系的H a m il to n 系统引入到静力学中
,

建立了与原控制方程相对应的H a m i-

lt
o n 方程

,

可以对全状态向量分离变量
,

求出解析解和半解析解
,

特别适合于求解矩形域平面问

题和柱形域空间问题
.

本文建立了一种求解偏微分方程的新方法
,

并对复合材料力学中的层合板的弯曲和平面应 力

问题的求解做了详细说明
.

关匆词 H a m il士。。体系 辛几何 解析解 半解析解

一
、

问 题 的 提 出

数学力学和数学物理中的问题归结为求解一个或一组偏微分方程的初边值问题
.

过去通行的解析解法是尽量消元
, 把原偏微分方程组化为一个或少数升阶的方程

,

然后

最常用的是分离变量法
〔”

.

这种传统的解法遇到两个问题
: 1

.

若 控 制 方程中出现奇数次偏导数
,

一般无法分离变

量 ; 2
.

即使硬性用分离变量的形式代入原方程
,

如把解设为习e x p 〔之幻g( y ,

z) 代入
,
一般会

导致非8 七u r m 一L io u vi lle 本征问题
,

本征函数的正交性和完备性在理论上不能保证
‘2 ’.

这

时分离变量法是行不通的
.

过去的半解析法其实是K a H T o p oB
。 : 法的推广

,

对固支边
,
在展开方 向上一般选的不是

(一般说来无法选出) 本征函数
,

计算精度大受影响
,

通行的补救办法是
:
或增加级数的项

数
,

或进行迭代
.

这两种做法都加大了计算量
.

传统的方法使用多年
,
如果后人继续使用它求解数学力学和数学物理中尚未获解或尚未

很好解决的间题
, 成功的机会自然越来越少

,

于是想到应该改变方法论
,

跳出传统的E u d id

空间束缚
,

建立一套新方法
.

在过去的工作中
,
作者发现计算力学

、

最优控制理论及柱形域上的偏微分方程的半解析

解之间在数学形式上存在着一一对应的模拟关系
〔”’,

这一相似性原理的发现使得计算力学和

最优控制理论这两个在理论上原本互不相关
、

独立发展的领域里的成果可以互相促进
,

为计

·
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算力学解决最优控制间题提供了理论基础
,

已开展了一些研究工作
〔‘一 6 ’.

计算力学的理论和方法给最优控制理论的研究提供了新手段
,
反过来

, 最优控制理论中

的成果也可移植到力学中而产生新意
.

状态空间法和H a m i珍o n 体系在最优控制理论中得到

成功应用
〔, 〕, 其思想具青启发

几

意义
,
作者把H a m il, 。n 体系引火到数学弹性力学中

, 由此建

立了辛正交归一关系
‘’l,

提出了求解力学问题的新的解析解法和半解析解法
,

可以克服上述

的传统解析解法和半解析解祛的缺点
,

获得较好的结果
.

H a m il切 n 体系早已用于动态问题
,

是动力学基本方程的三种形式之一
夕

在静力学中建

立H a m ilt o n 体系 (与动态问题的H a m il七。n 体系有很大 不同) 尚属首次
.

二
、

预 备 知 识

鉴于对控制方程进行消元升阶所带来的问题
, 这里反其道而行之

,

象状态空间法那样增

元降阶为一阶偏微分方程
,
为使此降阶方程组符合H a m il七o n 列式

,

不用状态空间法的增元

方法
,

而采用力学中常用的广义变分原理
.

考虑各向异性线弹性材料
,

设q 是广义位移向量
,

p 是广义力向量
,

二者构成全状态 向量

r = {q
,

P }T ,

这里斜黑体字母表示向量
,

正黑体字母表示矩阵
,

应变能密度 U ~ U (q )是 q 的

函数
, 通过 L e g e n d r e变挽

,

构造 H a m ilt o n 函数
〔。’

护 (q
,
P )二 P T q 一 U (q ) (2

.

1 )

在 (2
.

功中
, q 是 q对某一展开坐标的偏导数

,

不妨认为 q ~ 己q /a x , 其中q 必须通过应力应变

关系解出来并代入(2
.

1) 中
,

使尹是 q 和 p 的函数
,

而不能显含q
.

广义变分原理可写为
H 一

{
,

、p ·

每一‘ (。
,

”, ,“犷 + 外力势能
(2

.

2 )
ll

d万 = 0

由乙汀 = 0 展开
,

可推出
r = H r + f (2

.

3)

其中H是包含偏微分算子的H a m il七。 n 矩阵
,

这点是与动态问题H a m ilt o n 矩阵的显著差别
,

若取二为展开坐标
,

即于一。r /a 二 , 则H 一H (。/为
,

。/ 。z) ,
f是外力产生的右端项

.

这样就进入了 H a m il 切n 体系
,

可以对 (2
.

3) 进行分离变量
.

先说明解析解法
,

设 r 二 ,

功

: ) ~ X (二)巾(, , 二 )
‘’代入 (2

.

3 )
,

推 出

X (劣) ~ 拼X (x ) ; H巾(, , 之) = 拌中(g
, 之) (2

.

4 )

(2
.

4) 中第二式是H a m ilt o n 微分算子矩阵的本征问题
,

若能求出完备的本征函数数列 {中‘},

就可以求出分离变量形式的级数解
:

r (x
, g , 二) , 乙

e ‘e x p印
‘二」。‘(夕

, 二 ) + 特解 (2
.

5 )

特解一般较容易得到
,
关键是确定本征函数中

‘

和系数
。‘.

也许有人会说
,

把位移设成习 e x p 〔几二〕g (夕
,

力
,

代入弹性力学的位移方程
,

,

一样可以分离

变量, 这对少数已获得解析解的弹性力学边值问题是对的
,

对另外的多数含有奇数次偏导的

控制方程 (如对称角铺设层合板的弯曲问题 ) 的边值问题就不行了
「’。’, 因为这样做

, g 所满

足的本征方程一般不是 s tu r m 一L io u ui ll e 型的
,

其完备性在数学上尚不能保证
,
同时一般

l) 中应用斜黑体
,

因工厂暂缺
,

故用正黑体代之
.
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也不具 备正交性
.

所 以必须进入H a m ilt o n 体系
,

使全状态向量具有完备性
,

并建立一种新

的正交性
,
才有可能求解这些问题

.

三
、

理

通常的 H a m ilt o n 矩阵定义为

州 J二H
T ;

论 展 开

= 「0
.

1飞
L一 吞 OJ

(3
.

1 )

这里 !是具有恰 当尺度的单位阵
.

因本文中的H a m il 七o n 矩阵的元素除了 数 外
夕 还会是偏微

分算子
,

其定义与数量H a m il七o n 矩阵自然不同
.

先定义运算符

<。一F
, q > 一

!
, ·F q d ; d ·

(3
.

2 )

其中 F= F(a/匆
,
。/ az) 是偏微分算子矩阵

。

若 q 和P均满足梦
: 平面上的边界条件

,

由分部

积分公式可推出

<q T ,
FT , P> = <P 全,

F
, q > (3

.

3 )

式 (3
.

冲通过「定义了F望, F了
一般不是 F的简单转置

,
因为F的元素中有偏微分算子

.

传统的解法的对象是 以同一类自变量表示的偏微分方程或方程组
,

即研究对象是 q 的 (如

N a ui er )或P的 (如B el tr a m i) 方程
,

所属的空 间的结构是E u d id 几何
, 分别对应的是最小

势能原理和最小余能原理 , 而进入H a m il切 n体系中
, 导出两类变量q 和p 的混合方程

,

这种

相空间的结构不再适用于E u cl id 几何
,

而 应使用辛几何“ ‘’,
对应的是能进入 H a m ilt o n 体

系的广义变分原理
.

这里特别强调能进入 H a m il切 n 体系
,

因为以前提出的广义变分原理
,

尽管有二类或三类变量甚至导出混合型方程
,

但不能进入 (其提出者也没 想 进 入 ) H a m i
-

lt o n 体系
.

体现辛几何性质的是反对称阵J
,

这 甲称之为旋转换 位 算子
,

可认为它是 辛几何空间的

度量矩阵
,
这一点在下面的推导中可以看得很清楚

.

由(2
.

4 )和 (3
.

1 )可推出

一 (JH J)J巾‘= 一 H T J中‘= “: J巾‘ (3
.

4 )

因为H与H
少

的本征值相同
,

说明一拼。也是H的本征值
,

可知H的本征值可分为二组

拼a ‘

(R e (拜
a ‘)《o ) , “。‘= 一“

a , (R e (产。‘)) 0 ) (3
.

5 )

互为负值的一对本征值称为共扼
, J巾称为辛共辆本征向量

.

四
、

辛正交归一关系

正交关系是分离变量法的基础
,

H a m ilto n 体系中的正交关系显 然 与E u cl id 空间中的

正交关系有所不同
.

设 H的两个本征全状态向量为

H中i = 拼
‘
中

‘; H中, = 拌 , 巾, (4
.

1 )

由(3
.

3 )推出

<巾百
,

州
,
电> = 脚<巾丁

, J,

叭 > (4
.

2)
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再由(3
.

4 )和 (3
.

3 )推出

<。下
,
JH

,

电> = <中下
,

H 全, (J T 。 , )> = 一“ , < . t
, J

, ,
. , >

- 一 拌, <中下
, J, 巾‘> (4

.

3 )

从而

(拼‘+ 拼, )<中万
,
J

,
中‘) = 0 (4

.

4 )

可见
,
若户

‘笋 一内
,

则

(巾丁
, J

,
巾‘) = o , 或(中百

,
J

,
巾 , ) = o (4

.

5 )

称为辛正交关系
.

(4
.

5) 说明 J是辛几何空间的度量
,

因为

J
·

{q
,
P }, ” {P , 一 q }

T
(4

.

6 )

所以作者又称其为旋转换位算子 (矩阵 )
.

可以定义

<中下
, J, 巾‘> , (中‘,

中, )
.

(4
.

7 )

为辛内积
,

所谓辛正交即辛内积等于零 ; 传统 E u cl id 内积为

(中f
,
! , 巾, ) = (中‘,

中 , ) , (4
.

5 )

欧氏正交即E u cl id 内积等于零
.

两种几何的根本区别体现在度量矩阵上
:

一个是l , 一个是

J
.

因为 IJ {= 1 ,
可 以认为 J是辛几何空间的 (辛) 单位阵

.

再仔细考察这两个变量矩阵
:
如果认为 + 1 代表阳

, 一 1 代表阴
, o ~ 一 1 + (+ 1) 代表太

极或无极
,

那么J就是一幅完整的太极图
, 其中零对角阵相 当于鱼眼

,

阴和阳分别代表 q和 P

两类变量
,

属于混合变量的相空间 , 而在 l中只有阳和无极
, 只能代表q 或P一类变量

.

通过比较可见
,
在辛几何空 间里

,

解题的范围有所扩大
,
一些原来未能求出解析解的问

题有可能得到解丸 按此想法搜创查半解析解和数值解也会产生新意和良好的效果
.

有了正交关系
,
还可把本征函数向量归一化

.

考虑到辛共珑的本征向量不正交
, 可以这

样定义辛归一关系

<巾丁
. ,

J
,

巾。。>= 一 <巾百
‘,

J
,
巾

a .

>= 1 (4
.

9 )

再规定

(中
a ‘,
巾

a : )‘ = (中
。。 ,
巾。‘) , (4

.

1 0 )

就可以把巾归一化
.

分离变量形式的级数解为

r (二
, 夕 , 二 ) = 乙 (a ‘e x p 仁产‘x 〕中

。 ‘(夕
, z ) + b‘e x p [ 一“‘x 〕巾。‘(夕

, 二 ))

(4
.

1 1 )

通过二方向两端的边界条件确定常系数
a ‘和b‘, 就获得解析解

.

若在 (4
.

1 1) 中只取有限项
, 并通过数值方法确定X (劝

, 就构成各种各样的半解析法
,

将

遇到H a m il七。n 数量阵
,
需要使用辛算法

,

这些工作将在另文中讲述
.
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