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摘 要

本文给出了求双调和方程和脱里谷米方程的部分特解的一些公式
;

并得到了分布载荷的 集 度

按纵向坐标的四次幂规律变化时
,

狭长矩形梁弯曲问题的有限项数形式的多项式精确解
.
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应用应力函数解弹性力学的平面问题时
,

应力函数只需满足双调和方程和边界 条件 即

可
.

但双调和方程的通解很难写成有限项数的形式
,

因此
,

具体求解问题时
,

常用逆解法
,

或半逆解法
.

当外载和边界条件给定时
,

应力函数的形式往往很难确定
.

文献〔1 ] 给出了分布载荷的集度按抛物线规律变化时平面问题的多项式解答
,

但未 发 表

详细求解过程
.

当分布载荷的集度按照四次幂的规律变化时
,

作者尚未见到有多项式解答
.

如

果用级数法求解
,

则因级数收敛不快
,

计算量很大
.

本文首先给出双调和方程的一些特解
,

列出双调和方程的一些特解的表格
,

然后根据具

体问题
,

选择适当的应力函数
,

得到了分布载荷的集度按照纵向坐标的四次幂规律变化时
,

狭长矩形梁弯曲问题的多项式解答
.

二
、

几种数学物理方程求特解的公式

双调和方程

定理 2
.

1 双调和方程
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的一些准确的多项式特解可由下列两组公式决定
:

份
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a s x Z , 一 ‘, N 一 , , (N > 3 ) (2

.

2 )
了. 2

式中

6二
ZN + (一 1 )万一 1

4 {
N / 2

,

(N 一 1)/ 2
,

那为偶数

那为奇数
(2

.

3)

系数句则由式 (2
.

4) 、 (2
.

6) 决定
:

一 1 尸 。 。
. , 。 , . , 、 , 、 ; n , 。 、 , 、 : n ,

a , ‘ 2

~ Zj怪了千玩幻平2 )刃22 + 3 ) L乙““ “ ‘J 气乙J十 ‘’气‘’一 ‘J 一 乙 , 气‘’ 一 ‘ J 一 。,

+ a , (N 一 Zj) (N 一 Zj一 1 )(那 一 Zj一 2 )(N 一 Z j一 3 )〕 (j= 3
, 4 ,
⋯

,

b一 2 ) (2
.

4 )

a 3

= 一 (N 一 4 )(N 一 5 )a :

/ 1 0 (2
.

5 )

a ‘= (N 一 4) (N 一 5 ) (N 一 6 )(N 一 7 )a :
/ 2 8 0 (2

.

6 )

令
a Z

= 1
,

求得部分解列于表1
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求得部分解列于表 2
.
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脱里谷米方程

定理2
.

2 脱里谷米方程
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表 2
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的一些准确的多项式特解可由下列两组公式决定
:
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n 表示连乘积
.

式 (2
.

冷 )、 (2
.

1 5) 的证明见附录2
.

例如
,

取N = 4 ,
则由式 (2

.

1 4 )得b = 2 ,
由式 (2

.

1 5 )得
a Z , a , / 6

.

于是 ,
由式 (2

.

1 3 ) 得

叭~ a l二犷+ a ,

扩 / 6
.

不难验证
,

所得甲
‘

是满足式 (2
.

招 )的
.

三
、

狭长矩形梁问题的多项式形式应力函数解法

简支狭长矩形梁受集度按照纵向坐标的幂次规律 (q 一 a
砂) 变化的分布载荷作 用 而 弯

曲
,

求其应力状态
.

文献〔〕
一

〕得到了
。= 2时的多项式解答

,

但未说明应力函数的形式是怎样选定的
.

本文研

究。~ 4的情形
.

以下用实例说明本方法的大要
.
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例 1 如图1所示狭长矩形简支梁
,

高度为

ZC, 长度为21
,

受集度为 q = a x’的连续分布载

荷作用而弯曲
,

不计体力
,

求其应力状态
.

解 本问题归结为求解双调和方程 (2
.

1 )
.

边界条件为
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首先
,
让我们估计本例的应功函数应该是几次多项式 ? 按照材料力学的粗浅方法

,
我们

有

口 ,

, M心/J
二

.

(3
.

7)

式中M表示弯矩
,
几表示横截面的惯性矩

,
显然

,
本例的弯矩为

M
:

(x ) = 一 a 戈 6 / 3 0 + a l6
/ 30 (3

.

5 )

而“
:

~ 护切/ 口犷
,

故 由式 (3
.

7)
、

(3
.

5) 知 ,
应力函数甲应当是9次多项式

.

由于式 (3
.

1) ‘ (3
.

3) 诸式中的 x 均可以是任意的
, 因此 ,

每一个方程
,
均实际上可能变

为好几个方程
.

为了使边界条件的实际方程的数目尽可能的少
, ‘

我们选择应力函数时应该十

分审慎
.

由式 (3
.

3) 知 , a ,

中的二的最高幂次最好是4次
.

以后会说明理 由
, 甲中的所有x 的幂次最

好均是偶数
.

根据以上的分析
,
我们试探将表 1中的切

, 。
中的二

, 夕互换
, 即令

, : 。一二“。, 一 3二‘。“+ 与
, 。7 一
去
。,

‘ 自 几

(3
.

9 )

并假定应力函数甲由切
: 。, 切。 , 切: ,

⋯组合而成
.

我们称后者为子应力函数
.

选定后
,
继续选择其余的子应力函数时

,
我们遵循以下一些规定

:

切 , 。,

即式 (3
.

9 )

1
.

2
.

减为2个
.

3

‘ ,
中的二的幂次应只有5

, 3及 1三种
; a ,

中的二的幂次应只有 4
, 2及。三种

.

a
二

中的 , 的幂次均为偶数
,
这可使式 (3

.

5) 及 (3
.

6) 的方程的数目减少一半
, 即由4个

丫: ,

中的x 的幂次均为奇数
,

·

这可使式 (3
.

4) 实际上是1个 (而非 2个) 方程
.

显然
,
如果选择甲中的二的幂次均为偶数

, 必能符合上述对二的幂次的要求
.

4
.

为了使
: : ,
中的护前的系数为沂 。,

中的扩前的系数为。或
。 (根据 夕= C或y= 一 C而

定 ) ,
我们需要含砂的子应力函数 4个

.

5
.

为了使 : , ,
中的扩前的系数及。冲的扩前的系数均等于。

,
我们需要含砂 的子应力函

数4个
。
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为了使
: : ,
中的二的系数及二 ,

中尸的系数为。
,

我们需要含扩的子应力函数 4个
.

为了满足式 (3
.

4) ~ (3
.

6) ,
我们还 需要其它两个子应力 函 数 (以后 会提 到

,

式

(3
.

4) 不是独立方程 )
.

以下
,
我们按照上述 7条规定去选择其余的子应力函数

.
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。

中的x , 夕互换
,
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。
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,

即

令
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/ 5

7
.
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切。
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/ 3

8
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式 (2
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1) 的明显解

叫二妒 一少

9
.

自然满足式 (2
.

1) 的一些解

劣2 夕 , 夕3 , 劣 2 , 刀2

于是 ,
我们设本例的应力函数为

, 一 A (二
“。3 一 3 二 。5

+ 粤
二 , 。7 -

了 六
。“, + “(“

’“5

茅
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劣 2 0 5
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+ : (!
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+

如
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)
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‘一 夕4

)+ L 戈
2 , + M , 3

+ N
, x ,

+ P 夕
2

(3
.

1 0 )

试探性的选定了应力函数切式 (3
.

1 0) 后 ,
还需要对它进行复查

:

1
.

子应力函数的个数是 否太多 ? 本例的边界条件的方程只 有15 个
,

子应力函数的个数

不应超过它
。

( 1 )

子应力函数的个数是 否太少 ? 为此
, 我们做如下的审查

:

由于甲
, 。, 甲。

中与扩相乘的刀的幂次均为奇数
,
而 叫 中与砂相乘的y的幂次为。

,
故
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为了保证
: : ,

中的护 前的系数为 o ,

只需 1个 (而非2个) 方程
.

通过A
,

B
,

F 的选取
,

可保证

第4条规定得到满足
.

( 2 ) 通过任意常数E
,

G
,

.

D
,

K 的选取
,
可保证第5条规定被满足

.

( 3 ) 通过任意常数H
,

J
,

L , N
,

的选取
,

可使第 6条规定得到满足
.

( 4 ) 剩下2个任意常数M及尸使 第 7条规定得到满足
.

于是
,

边界条件的独立方程的数目和待定常数 的数 目均是13 个
.

以下
,

我们来决定这些任意常数
.
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1
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+ l : c ,
,

) + 刀(一警c “, + se “23) + ‘(4c ‘, 一 s e , , )
Q

+ 4C
3
lH + ‘C IL ~ a I

6

/ 5 (3
.

2 5 )

利用消去法
,
联立求解式(3

.

1 4) 、 (3
.

2 4 )
,

经过很简单的代数运算
,
求得式 (3

.

1。)中除

M及尸以外的所有n 个任意常数
,

它们是

、......

!
、

⋯
少

一 1丽己绝
’
“一益

,

D 一。晶

一了
’

a ~ a C
= 一而

, 行二 一飞吞
(3

.

2 6 )

6 ]

7 0 0

a C
,

J~ 一

5 1 ~
。

乙 , 一不云汤
a 七

一 , z v ‘

将式 (3
.

2 6) 中的A
,
B

,

刀
,
G

,

H 及L代入式 (3
.

2 5 )发现它们自动满足式 (3
.

2 5 )
.

这是因为

式 (3
.

4) 〔因而式 (3
.

2 5) 〕实质上是平衡方程
,
而我们所选的应力函数甲及 由此得出的。

. ,

口 , 及‘, 当然巳经满足了平衡方程
,

即不再需要式 (3
.

4) 对 a
二 , 。, , r : , 及 甲 进行约束

.

所以

式 (3
.

4) 〔因而式 (3
.

2 5 )〕不是独立方程
,
仅供校核之用

.

将式 (3
.

2 6)及(3
.

1 1 )代入式(3
.

5 )及 (3
.

6 )最后求得

。 7 。
‘

厂 = 一丽
a七

‘

(3
.

2 7 )

、,.李

」

、..了
1上一左
盛

+e
M 一右

。
·

命(撰
ca 一

食
式 (3

.

26 )
,

(3
.

27 )
,

’

(3
.

11 )
,

(3
.

12 )及 (3
.

1
.

3〕便 构成了本例题的有限项数形式的多项式

精确解
.

据作者所知
,
这个解答是作者首先得到的

.

附录 1 式 (2
.

2)、 (2
.

6、的证明

由式 (2
.

2) 得

O物N

下云
名

日1沪万

a夕名

6

二 工
a , (Zj一 1)(Zj一 2 )二 , ‘一 , 。N 一 2 ,

6一 1

二 刃
a , + ,

(Zj+ i )Zj二, ‘一 ,。N 一 : , 一 :

6 一 1
‘

二 名
。 , 十 1

(Zj+ i )Zj二 , , 一 ‘。, 、一 , ‘一 , + 。。 2二。, 一‘

了一忿

6 一1

二 名
。 , (万一 Zj)(万一 Zj一 i) x “‘一 : , “一 , ‘一 ,

I口 盆

告 (鲁
+

票)
-
名 〔。 , + : (Zj+ 3 )(Zj+ 2 )

+ a , + i
(N 一 21一 2 )(N 一 2 1一 3 ) ](Zj+ z )21劣几

, 一 , 口N一‘一‘

+ [ 2 0a , + (N 一 4 )(N 一 5 )a : 1
·

6二 u N 一6
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6 一 2

募(
一

粉斗

歌
一

)
-
名 [

a , + ,
(Zj+ z ) Zj+

。 , (万 一 Zj)
1 . 1

由

·

(N 一 Zj一 i ) ](N 一 Z j一 2 )(N 一 Zj一 3 )x Z ,一 , v N 一 , , 一4

+ 6 口:
(N 一 4 )(N 一 5 )x , N 一‘

可得

寨(
一

势
+

架 )
十

彩(韶
*

歌 )
一 。

万 {〔a , 十 2
(2 , + 3 )(Z j+ 2 ) + 。 , 1

(刃一 Zj一 2 )(N 一 Zj一 3 )1

Zj(Zj+ i )+ [ a , + ;
(Z j+ z )Z j+ a , (N 一 Z j)(N 一 Zj一 1 )〕

(N 一 Zj一 2 )(N 一 Z j一 3 )圣二 o (A
.

1
.

1 )

及

lo a 3 + (N 一 4 )(N 一 5 )a Z二 o (A
,

1
.

2 )

由式(A
.

1
.

1 )可得式 (2
.

4 )
;
由式 (A

.

1
.

2) 可得式 (2
.

5)
.

在式 (2
.

4 ) 中令j= 2
,

并联合式 (2
.

5 )即得

式 (2
.

0 )
.

证毕
。

附录2 式 (2
.

1 3)、夕
.

1 5) 的证明

由式(2
.

1 3 )得

d 么切刃

口x Z

二 艺
‘

。 , (3 j一 2 )(32一 3 )二
3 , 一。, “ 一: ,

J . 1

a , + 1
(3 j+ i )

·

3 jx
3 ‘一 ,

“N 一名, 一名

a , + i
(3j+ 1 )

·

3 jx
3 ‘一‘u , 一2 , 一 2 (A

.

2
.

1 )

目万闪同名洲
一一11

日么甲N

0夕么
a , (N 一 Z j)(N 一 Zj一 z)x 3 ‘一 ‘

夕八啥
, 一名

a , (N 一 Zj)(N 一 Z j一 1 ) 二
3 , 一 ‘夕八

「

一2 ’一 2 + a 。(N 一 Z b )

。

万问目万
一一一一

·

(N 一 2 6一 1 )戈
3 b一 , g 八

’

一 2 “一 么

但由式(2
.

1 4 )
,

我们有

(N 一 Z b )(N 一 Zb一 z )二 o

故得

。 , (N 一 Zj)(N 一 Zj一 i )戈
3‘一工g N 一 2 ‘一z (A

.

2
.

2 )
同万问

留
a Z卯入

口以名

由式 (A
.

2
.

功及(A
.

2
.

2) 得

a , 十 :
(3j+ 1 )

·

3j一 a , (N 一 Zj)(N 一 Zj一 i)〕x 3 ‘一 ‘夕人 一 : , 一,
b--l刀问

一一
a Z尹片

日9 2

口了+ z = 0 夕

我们有

(N 一 Z j)(N 一 Zj一 1 )
3 j‘3j+ 1)

代人上式即得
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0 又中N _ 一 ,

刁玩,

口2甲N

a g Z = 0
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