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摘 要

本文利用张量分析给出了常系数线性常微分方程组和 n 阶常系数线性常微分方程初值问 题一

般解的显式表示
,

包括特征根有重根时的情况
.

实际上本文给出了计算矩阵 e x p 〔通门的元素 的一

般公式
。

这种方法不仅在公式表示上简洁方便
,

而且更适用于计算机的程序设计
,

大大 加 快了运

算速度
.

关. 词 张量微分方程 特征张量 显式解

一
、

常系数线性常微分方程组的求解

近年来
,

张量分析已越来越广泛地被采用
.

因为在很多问题中
,

如果利用张量分量的表

示形式
,

不仅计算公式简洁明了
,

而且容易得到显式 的一般解
.

在实际计算中使 用 特 别方

便
.

例如
,

最常见的常系数线性常微分方程组是

d x / dt = A 留 (1
.

1)

x l
。·。= x ‘。, (i一)

其中劣是
”
维向量

,

A 是 n
阶常数矩阵

.

它的求解通常是采用矩阵e x p [ A门的形式

x = e X p 〔A tjx (0 ) (1
.

3 )

但是现有的计算e x P[ A月的方法很不方便
,

特别是在特征根有重根的情况中计算更为复杂
.

我们发现
,

如果利用张 量分量的表示
,

令

, ‘== B 。, x {
0 , (‘= 1 , 2 ,

⋯
, n ) (1

.

4 )

这里和下面均采用约定求和法则
,

重复脚标 表 示 对 1 到 n
求 和

,

实 际 上
,

从
, 就 是 矩阵

B 二 e x p 〔A门的元素
,

则上 面的问题可化为求解张 量微分方程

d B ‘, / d t= A ‘。 B 。 , (i
夕

j= 1 , 2 ,

B
‘,
卜

_ 。

~ d‘, (i
,

j= 1 , 2 ,

⋯
, n )

⋯
, n )

(1
.

5 )

(1
.

6 )

其中A ‘。是矩阵A 的元素
.

由此可以求出 e x p 〔A 月即B 的元素B ‘,
的显式解表示

.

我们知道
,

根据C a y le y
一

H a m ilto n 定理
,

矩阵A 或它的元素A ‘,
满足长期方程

A豁一 I 工A方
‘十 1

Z
A打

2
+ ⋯ + (一 l)

”

几氏
, (]一 7 )

这里我们记

.

郭仲衡推荐
.
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A I
, = A ‘。刁。 J

月 ; , 一 A ‘。A 。 , a , ,

(即矩阵A
“

的元素)

(即矩阵A
”

的元素 )

是张量A ‘,
的乘幂

.

1 ‘(‘= 1 , 2 ,
⋯

,

n) 是张量A ‘,
的

n个不变量
.

它恰好是张量 A ‘,
的特征方

程

d e 七(A 一之E ) = 0
4

(1
.

8 )

(E 是单位矩阵 )的
n
个系数

.

如果此特征方程的所有特征根久
,
都不同

,

则不论 之。 的值是否是复数
,

满足方程 (1
.

5) 和

初条件(1
.

6) 的显式解必定可写成

B ‘, == 艺 C。B石穿
, e x p [几

* tj (1
.

9 )

这里

C一!sj1
(“一“

·

,
{

一 ‘

(]一 1 0 )

s并k

并定义

B荟萝
, 一 (A ‘

一 几。
十 :
占‘。)(A 。 , 一只。

十 :
d。

,

)⋯ (刁。, 一几
。 十。 一 ,

d 。, )

义。
* 。
二几

,

如果用矩阵形式表示
,

则 (〕二 9) 式和(1
.

1 1) 式可分别写成

(]一 1 1今

(]一 1 2 )

B = 艺 C , B ‘七, e x p 〔几。t〕 (1
.

1 3 )

B ‘, , ~ n (A 一 元
,
E ) (1

.

1 4 )
S= l

s护k

证明时只要注意以下两个事实
.

首先
,

我们可将(1
.

7 )式改写为

(A ‘二 一只。占‘。)(A 。 , 一几。
+ :占二

,

)⋯ (A 。, 一元
。十 。 _ l

d 。, )

= (A ‘。 一元。d ‘。 )B胃= o (壳= 1 , 2 ,
⋯

, n ) (1
.

1 5 )

由此可知 (1
.

9) 式和号中每一项均满足方程 (1
.

5) 式
.

其次
,

我们有恒等式

乙
(只一几。

十 ,

)(几一瓜
, :

)

(几。一几
, 十 ,

) (之
, 一之

。 十 :

)
二叭二通气

资卜级一
: 二 O

⋯ 气几
七一 九 k 十。 一 1 )

(1
.

1 6 )

因为这是几的一个(n 一 1) 次代数方程
,

它最多只有
n 一 ] 个根

.

但现在如果用
n
个不同的特征值

几, (j= 1 , 2 , ⋯ , n) 代入此方程
,

不难发现它们都满足这个方程
,

故此方程必定恒等于零
,

即几的任何幂次前系数均为零
,

因此我们有

E C。兄笼= o (r = o , 1 , ⋯ , n 一 2 ) (1
.

]
.

7 )

乙 C衬又
一 ’一 1 ~ 。

(1
.

1 8 )
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由此我们证得

E C
*
B ;乡

, ~ 己
‘,

(1
.

1 9 )

即解(1
.

9) 式也满足初条件 (1
.

6) 式
.

故 (1
.

9) 式就是我们所要找的矩阵e x p 〔A门的元素
.

同
,

其中

如果特征根出现重根
,

例如
,

不失一般性我们可 设 只
l
~ 汽

2
二⋯二元

, ,

其余 特 征根均不

则B : ,
的显式解可写成

H:
同乙问B ‘, 一

〔H ;,
’+ (尹一 r )

‘j E
(“一“

1

)一

〕
e x p 〔“

1,

丫n (几: 一只
,

)
母 一 , + 1

s = P + l

兄 C * B ;全
, e X p 〔几

。t〕 (1
.

2 0 )
无 . p + 1

H 川 = 犷 二
一

上一
二 一

D
丁二 仁r 一 s ) !

;了
, (r “ 1 , 2 ,

⋯ , 夕) (1
.

2 1 )

和

D ;;
, 二 (月‘。 一几

: 十 , 6‘。 )(月二 , 一几
, 十 : d , , )⋯ (A 。, 一只

。
d

q , ) (: = 1 , 2 ,
⋯ , 夕) (1

.

2 2 )

如用矩阵形式表示
,

则

H
‘

一 乙
,

f 二一 n 、·。

Lr 一 s ] !
(1

.

2 3 )

D “ 一 n (A 一元
,

均 二 (A 一 几, E )
, 一 ‘

n (A 一义
,

E )
r = 召 + l r 二 户+ 1

(1
.

2 4 )

这里我们有

D (l ) ~ H
(‘; = B (, ) (1

.

2 5 )

证明 (l
.

20 )式可以利用数学归纳法
.

显然
,

P二1 时 (1
.

20 )是我们所要 找 的解
,

因为它

就是 (1一 9) 式
.

设 P一N 仁时
,

(1
.

2 0) 式是解
,

则在 P = N + l二时
,

利用 P , N二时的公式
,

并可

标
+ ,
二兄: + 。 ,

代入后对
: 作小 参数展开

,

再令
: 、 o取极限

,

使几
, , ,

== 久
, ,

则经过直接计算设

以发现其结果就是 P = N + 1时的(1
.

2 0) 式
.

因此证得 P~ N + 1 时 (1
.

2 0) 式亦 成立
.

由此说

明 (1
.

2 0) 式对任意 P 重根时均成立
.

如果同时出现几组重根
,

则每一组 重 根均 可 按 (1
.

2 0)

式中重根部分的形式给出
,

然后再与其它单根形式的解加在一起
,

就构成我们所 要 求的解
.

要证明 (1
.

20 )式满足初条件 (1
.

6) 式仍然需要利用恒等式 (1
.

16 ) 式
,

这 里 还 需要令

凡
:

~ 之
工
+ : , ,

之
3
二几

工
+ 。2 ,

⋯再 令
。;

、。, 。:

、0.. 二 利用极限状态下 的恒等式 (1
.

16 )式就可证

明 (1
.

6) 式成立
.

如果特征根出现全部相等的情况
,

则解B ‘,
可直接写成

丢 璐 一 8

人一

勇
一

、

两尸
‘,
’

D ;罗
’= d ‘,

(1
.

2 6)

和定义

(1
.

2 7 )
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现在我们讨论张量 侧岁
, 与特征向量鱿

“ ) , 。;
“

、

之间的关系
.

不难看出
,

若令人
,
为 一个任

意向量
,

只 要 列
希, = B矛 h ,和可

抢’= 尽全
’h

‘

不是零向量
,

则封
“’和 。;

“ ,
就分别是右特征向量和

左特征向量
.

因此我们可 以把 恻萝
,
定义为相应于特征值又

。

的特征张量
.

显然
,

从 上 面 我们

可以发现特征张量 B护比特征向量创
“)或川

希’更为本质
,

因为川全
, 没有任何任意性

,

而 右l
合,

和 , 少
“’
可 以有一个任意常数

.

特征张量 B荟少
,
具有某些有趣的性质

.

例如
,

根据 (1
.

朽 )式
,

我们有

(月‘。 一元, d ‘。)B澎二 (元
。一兄

,

)B ;萝
, (1

,

2 8 )

因此
BI夕)

,
= B ;扮B澎 一 B ;全

, / e 。 (,
.

2 9 )

和

B 认架B留 二 o (对k铸夕) (飞
.

3 0 )

由此可得

B ;扮B沼一占
。 ,

B {岁
, / C

、

((
.

3 1 )

它表明 B才
、

(k 一 1 , 2 ,
⋯

,

n) 是一组互相正交的张量
.

如果利尾 (1
.

3 1 )式
,

从 fl
.

, )式可得出

B
‘m B胃~ C o B万黔B者

e x p 仁之川 二 e x p 〔几
。t〕

·

B ;全
,

一

(1
.

32 )

它表明
e X p 以。t〕(寿二 1 , 2 ,

⋯ , , )是 B万少,的特征值
.

此外
,

在有重根的情况中
,

从 (]. 2功和 (1
.

22 )式可以看出D 井
,
实际 上 对 应 了王柔怀等

人 “ ’
所指的特征向量h‘”的循环列

,

因此
,

D ‘“也可称为循环列矩阵
.

二
、 n 阶常系数线性常微分方程的求解

利用上一节的结果
,

我们可以很快给出
n
阶常系数线性常微分方程

g ‘” , + a , g ‘卜 ’) + ⋯ 十a , 习二 0 (2
.

1 )

夕】
‘一 。

= 刀
, , 夕,

}卜
。
= 夕卜

: , ⋯
, 夕‘。

一 ‘, }
: 一 。
一夕

,

(2
.

2)

的初值问题的显式解
.

设此微分方程的特征方程

护 + al 护一 + 。 2

护
一 2

+ ⋯ + ‘
一

沐+ ‘ ~ 0 l(2
.

3)

的 n
个特征根为几

*
(k 二 1, 2 ,

⋯
,

司
.

如果没有任何重根
,

则满足方程(2
.

1) 和初条件(2
.

2 )

的解可表示为

夕二 E C , b 。, 夕, e x p 〔几
。t〕 (2

.

4 )

其中

了

b , , 二 E
a , 一 ,

几二
一 ‘

(2
.

5 )

a 。, 1 (2
.

6 )

系数C .
仍由(1一 〕

.

0) 式给出
.

显然
,

解 (2
.

4 )满足 方 程(2
.

2) 式
.

利 用(1
.

17 )和 (1
.

1 8) 式
,

可

以直接证明 (2
,

4 )式也满足初条件(2
.

3) 式
.

因此 (2
.

4) 式确是我们所要求的解
.
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如果特征根有重根
,

例如我们设 几
l
一几

2

~
·

一之
, ,

则满足方程 (2
.

2) 式和初条件 (2
.

3) 式

的解可表示为

fll
, , J

一

+

匆
H

,

一:寡
工

以一“
1

, 一

{一
p 仁“

1‘

丫
,

立
:

(“
1 一 只

·

,

+ 艺 C
。
b
。, 夕, e x p 仁几

。 t〕 (2
.

7 )
k = p + 1

其中

H
, , , ~ 乞

t
, 一 a

d
s 一 I

b
, ,

(r 一 s ) ! (s 一 1 ) ! d 凡;
一 ‘ (2

.

8 )

H
I , = b

x ,

b
。, 由(2

.

5 )式给出
.

(2
.

7) 式的证明同样也是采用类似上一节的数学归纳法和取极限的过程
,

如果特 征根全部相等
,

则解可直接写成

(2
.

9 )

这里就省略了
.

, 一 艺
t
”一 s

(n 一 s ) , (s 一 1 ) !

: 一 l
b

l了

d 几
g , e X P [几I t」 (2

.

1 ()

这里几
,
一几

:
一

·

一 只
, .

三
、

讨 论

本文给出了常系数线性常微分方程组和
,
阶常系数线性常微分方程初值问题的一般解的

显式表示
.

虽然这类问题的求解早 巳解决
,

但本方法的优点是除了所有的方法都必须计算特

征方程的特征根以外
,

给出了不依赖初值的一般解
.

即给出了计算矩 阵 e x p 〔A月的元素的

通用算法
.

玲66 年 P u 七z e r 曾给出了计算矩阵e x p 「A 门的另一种方法
〔” ,

但他还要计 算一个

初值问题
.

显然
,

我们的方法要更好一些
,

它直接给出的是最后结果
,

无须再求解方程
.

另外
,

本文引进了对应特征值几
。的特征张量 B才的概念

.

它比特征向量更为本质
,

因为

它没有任意性
,

它完全由系数
a ; ,
确定

.

本文的工作有助于定态解的线性化稳定性分析
.
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