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摘 要

本文
。

我们给出三维空间的 N av i o r 一S仍k o s问题的一种新的六面体单元的混合有限元格式
.

关键饲 N a v i o r 一S to k o s
问题 六面休单元 自由鹰 混合有限元

一
、

问 题 的 提 出

关于三维空间的 N a vi er
一s to k es 问题

,

〔1 ]
、

[ 2 ]给出了四 面体单元的混合有限 元 格

式
,

但所用格式的自由度较多
,

对实际计算产生许多困难
.

为此
,

太文给出一种新 的六面体

单元的混合有限元格式
.

设口仁 R
“

是有界 凸区域
,

考虑定常的 N avi er
一S to k es 问题 的变分形式

:

(1.1)

求 (u
,

P )〔X x M满足

a 。(。
, v ) + a l

(u , : , 刀 )一b (:
1 ,

P ) =

b (。
, g ) , o ,

A g〔M

(,
,

一
,

一{
其 中 X 一H ; (“ ,

3 ,

、一 ‘。〔L
Z
(“ , :

{
。、d 口一 0 ‘

,

一 (艺;
1 ,

一
,
·

是流体 速度向量
,

p 为压

力
,

f〔H
一 ‘(习 )

“

是巳知体积力密度
, a 。(u

, 。)一以v 。 , v的
,

抓> o 是 粘 性常数
, 。 ,

(功 ; 。 ,

v)

, 〔((二 V ) u , v )一 ((却 V )。
, u ) ] / 2 ,

H 言(口 )及下面用到的H
“ (习 )是熟知的 S o b o le v 空间

,

H 气口)的模和半模分别记为卜 !}二
, 。 ,

卜}
。 , 。 ,

H 叹口)
“

的模和半模仍用同样的记号
,

但
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.公VV 。= (。

l , v Z , 。3
) , ( H

“ (口 )
“ ,

,10 1]二
, 。 =

!
·
!
。 ,

一!睿
,一 !;

,

一}
‘

,

“(一 。, 一

丁
。“d ‘二“

·

令

犷= 王v〔X }d iv
v = 叶

.
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.
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N = s u P
别

,
口

,

侧‘厂

1】f 】}
爷

= 习U P
u〔V

!
a ,

(功 ; u , v ) !

I。 !
1 , 。

!u !
, , 。

!v l
, , 。

}(f
, v ) 1

}v }
1 , 。

假定粘性常数下满足
: , 一 Z

N }f l肠 < 1 ,

由 [ 3〕知
,

当 f〔H
一 ‘

(口 )
“

时
,

问题 (1
.

功存在唯一

解 (u
, 夕)〔X 又M

.

对充分小的 h> 。,

设 X
。

巨尤
,

求 (。
、,

P
、
)〔X 、 只M

、

满足

M
。

仁M 是有限元空间
,

则问题 (1
.

1) 的有限元逼近为
:

a 。(u
。 , v )+ a ,

(“、
; u 、 , v )一b (v

,
P , )一 (f

, v )
,

V v〔X 、

b (: ; 、
, g ) = o ,

V g 〔M
。

(1
.

2 )

令

U
、
= {。〔X

、

}b (v
, q 、= 0 , V q 〔M

,

}

S U P
“

,
v

,

切(厂

}a
l
(切

}u !
l , 。 !v }

}a
l ; “ , v ) }

工, 。 }叨 1
; , 。

S U P
。‘F

*

}(f
, 。 ) }

l。 {
, , 。

假设 (H
l
) 存在万

。 :

X 。万 、使得 丫v〔X 都有

b (口一H 、u , g )二 o ,
V g 〔汀

,
(1

.

3 )

}}H , 。lj
, , 。成C Il

v ]]上
, 。 (2

.

4 )

且当
。〔H

仍 + “
(口 )

“

时
,

有

}l。一刀、v 11
, , 。
《C h“

+ ‘

}Iv }}。
+ 2 , 。

(1
.

5 )

假设(H
Z
) M

h

上的正交投影尸
*

满足

]l。一P 、g ]l
。 , 。

( C h“
+ ‘

l}g {!。
十 , , 。 ,

V g 〔H
仍 ‘ ’

(口 ) 门M (1
.

6 )

其中C> o与 :雌无关是常数
.

本文凡用到与)h 无关的正常数均记为C
,

不同处出现可不等
.

由 [ 3」的p
.

3 6 9知
,

当(H
l
)和(H

Z
)成立时

,

有

1im 下一 Z

N
。

!jf i}节= 下一 Z

N JJf i{
‘ < 1 (1

.

7 )
人神 0

于是
,

当 h > 0充分小时
,

有

犷
Z

N 、1}f l}节戒1 一占
,

占〔(o
, 1 )是常数 (1

.

5 )

从而
,

由[ 3 ] 的p
.

3 69 一 3 70 及定理 9
.

20 可得下面的重要结论
.

定理 1 若 (H
工
)和 (H

。
)都成立

,

则(1
.

2) 存在 唯一解 (: 、
,

P
、
)〔X 、 x M

、
且当(1

.

1) 的解

(u
,

P )〔H
机 + ’

(口)
“ x H

仍 + ‘

(口)时
,

有

!}u 一 u 、】】
工 , 。+ }】P 一P、 }}

。 , 。( Chm + ‘
(】lu }}。

+ 2 , 。+ }}P}{。
+ , , 。) (]

.

.

9 )

下一引理是显然的
.

引理 1 v v〔X
,

令研
、

二C0 (口 )
3

自X 是分块三 。+ 1次 (包括不完全三 。+ 1次) 多项式

的向量函数空间
,

则存在唯一的切
、〔W

, 使得

(V 川 。,
V v 、)= (V u ,

V v 、)
,

V v 。〔研
, (1

.

1
.

0 )

{}切
、}}

, , 。
( C }}

v
}1

, , 。 (1
.

1 1 )

且当
v〔H

.

(口 )
3

时
,

有



N a v i e r 一Sto k e s
问题的六面体单元的混合有限元法 1 0 6 3

}Jv 一 w 。 }{
。 , 。

( Ch
S

JJv }}
, , 。

}}
。一 叨 。

}!
l , 。

( C h
‘一 ’

{1
。
}}
。 , 。

本文的目的是构造有限元空间X
。,

(s = 1 , 2 ,

(s = 1 ,
2

,

⋯
, 阴+ 2 )

⋯
, m + 2 )

(1
.

1 2 )

(1
.

1 3 )

M
,

及算子 17
,

满足定理 1 的(H
!
)和 (H

。
)

.

二
、

六面体单元的基本理论

设 J、 是 口任R
“

的强拟一致六面体剖分
,

即 v K 〔J
, ,

设 A
‘
~ (二

‘, 刀‘, : ‘
)是K 的顶点 (i

= 1 ,
⋯

, 8 )
,

如 图 1 ,

满足

(z ) h 二 / s‘
成C

,

h二 = d ia m K
, : 、是K 的最短边长度

.

(2 ) }e o s o
‘

!< C < I ,
0‘是各面间的夹角

, i= 1 ,

⋯
, 8

.

(3 ) h/ h二( C
,

h = m a x 诬h二 IK 〔J 。}
.

r }}A
,

A
, 一 A

‘
A

。

}}= O (h
‘+ “

)
,

}}A
4

A
。一 A

:

且
,

{{一 O (h
‘+ “

)
,

(4 ) ( }IA
S
A

: 一 A
o
A

S

}l= O (h
‘+ “

)
,

}}A
o
A

, 一 A
:
A

3

}{= O (h
‘+ “

)
,

L {}A
。
A

: 一 A
S
月

‘

}}= O (h
’+ “

)
.

其中a可 以是任意小的固定正数
.

(5) 当K 是边界上的单元时
,

可有一些面是曲面
.

再设 才
‘一 (占‘

, : ‘,

亡
‘
)是标准正方体 才一 [ 一 l ,

门
3

的顶点
,

如 图 1 ,

则尤上的三线性插

值基函数是
:

N ‘一 (」+ 占‘占) (1 + 冲‘粉) (]
一

+ 亡
‘

雪) / 8

于是
,

从尤到K 上的等参变换可取为
:

(2
.

1 )

...,8)
F ‘ :

尤、K
,

即 (二
, 夕

·

: )
,
一乙
“

一

l

(%
‘ ,

刀‘
, z ‘

)
,

N
‘

(2
.

2 )

夸泛了十一人1
6

举生蒸斗

}}} {{{{{{{
,,

犷
二二

111

/// / KKKKKKK

/// ///

定理2

图 1

当J
、

是磨的强拟一致六面体剖分且 h 足够小时
,

(2
.

2) 是可逆变换且有

】}。 }】
, , 二成C h

‘/ 2

}!公}}
1 , 云,

公JJ
, , 全或C h

一 ‘/ 2

{{。 !l
, , 二 ,

V 公〔H
’
(尤)

“

V v〔万
‘
(K )

“

其中公~ vo F K .

证 先引 入一些记号
: D F 二是F 二

的导数或是 J a c o bi 矩阵
,
犷二一 d e 七D F 二 ,

D F r 是

F 护的导数或是J a c o bi 矩阵
,

T 元
‘
~ d e七D F 元

, ,

{F 、 l
, , 。

云= S U P
介

}}D F 二 11
,

}F 元
‘

!
l , 、

,

K 一 S U p
K

1}D F 衬}}
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IT 二 }
。 , oc ,

当A = (a ‘, )
。 城 . 时

s

}川{~ 乙

宕= s性p }了
’二 1

,

r

}T元
‘

}
。 , oo , 二= s u P }了

’

又,
i

乙 1la ‘,

j 一 1

,

。‘一

合户
(一“‘ ,

一’,

X
,
= 〔(另

: 一 芳, ) + (义
‘ 一 丫3

) + (万。 一 x 。
) + (戈

。 一介 )」/ 名

X
:
= [ (戈

3 一 x ,
)+ (x

‘ 一 x :
)+ (戈

, 一劣。
) + (劣

。一 戈。)〕/ 8

X
3
= [ (x

。一 x ,
)+ (x 。一 % :

)+ (% , 一义 3
)+ (劣

。一 x ‘
)〕/ 8

X
‘
== {[ (x

, 一 x2 )+ (x
‘一 x s

)〕+ [ (x
。一 x 。)+ (x

。一 x 了
)〕}/ 8

X
。
= {巨(x

, 一 % 5
)+ (x

, 一 x a
)〕+ [ (%

: 一 劣。) + (x
: 一 x 一

)〕}/ 8

X
。
一 { [ (x

l 一 x Z
)+ (x

。一 x s
)〕+ 「(x : 一 戈 4

)+ (x
: 一戈 7 )〕}/ 8

X
7
= {〔(% : 一劣 ;

)+ (x : 一 x 4
) ] + 〔(x

。一 x 。
)+ (戈

。一戈 :

)〕}/ 8

将 x 换成夕
, z
且X 换戈Y

,

Z
,

下标不变
,

便得Y‘,

Z ‘
.

再令

�

!
.

1凡玖乙产居.李.七

一一KB

从 : + 尤‘+X
?

呱 X4 奸瓜奸尤
了

鬓 瓜什瓜奸凡幼 〕

汽什蛛 + 片哺 汽奸腻+ 匕兹 几”+ 坑纤玖幼 }
Z刃+ Z芯+ 2

7冲亡 Z 擂+ Z 眩+ 2
7

占亡 Z刃+ Z君+ Z 咨刀 J

一lweeeJ

一一E

对 (2
.

2) 求导可得

D 尸K = B K + E (2
.

3)

当J。是强拟一致六面体剖分时
,

有

}X ‘l= O ( h) ,

}Y ‘
I~ O (h)

,

12 ,
, = O ( h) ( i = 1 , 2 , 3 ) ( 2

.

4 )

】X ‘}= O (h ‘+ a ) ,

}Y ‘! = O (h‘+ a ) ,

}Z ‘1= O ( h
, ‘ a

) ( i = 4 , 5 , 6 , 7 ) ( 2
.

5 )

令才到 (与K 有关的) 笼上的仿射变换为
:

户x :

尤 , 凡 即 ( , ,

歹
, ; ) , = B K馆

, : ,

互)
T + b K (2

.

6)

则君的顶点为河
‘= 〔b 二+ B 二 (占‘

, 刀‘,

雪‘) r 〕r , ‘= 1 ,
⋯

, 8且

河
2
河; = 江‘河

:
二涯

。

且
。

二且
s
河

7
= 2 (X

、, Y , , Z :
)

诬一江2 = 还s江, = 河, 涯
6
二诬

s
河
。

~ 2 (X
Z ,

Y : ,
2

2 )

河
。

江
, == 江。孟

2
~ 江

。

江‘= 诬
:
孟
。= 2 (X

: ,
Y

。,
2 3 )

d e 七B 二 = 4〔(A ‘A ; ,
A

3
A : ,

A
,
A

, ) + (A
‘
A

: ,
A

:
A

, ,
A

。
A

Z ) + (A 一A ; ,

A
:
A

。,
A

;
A

, ) + (A ‘
A l ,

A
。
A 。,

A
。
A

: ) + (A 。
A

。,
A sA e , A 。

A
Z
)

+ (A a
A

。,
A

s
A

; ,

A
,
A

, ) + (A
s
A

。,
A

s
A

, ,

A
a
A

:
) + (A

s
A

。,
A

s
A e ,

A
t
A : )〕

是 构成右手系的不共面向量混合积之和
,

即有d e 七B K > 0
.

由此可知 ( 2
.

6) 是可逆且由〔4] 知
,

当J 。是强拟一致剖分 时
,

有

l}B
二
ij成Ch

,

JIB 又‘l!( Ch
一 ‘

( 2
.

7 )

d e 七B K
《C h3 ,

d e七B K》C h3 ( 2
.

5 )

由( 2
·

5 )知
, “

梦p }iE J!或Ch“
‘ ,

从而 由 ( 2
·

3 ) 及 ( 2
·

7 )得

IF
二
}
: , oo , 云《Ch

.

( 2
.

9 )

利用行列式的估计 (见〔5〕p
.

1 4o ) 可有
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‘犷 :

袱
一

堪)
2

+
(弋

一

)z+ (一警
一

斤
·

l(
一

韵
2 +

峨 )
2
+

仪 )z]
告

·

l(贵)
“
+

代 )
2
+

(嗜) 镇Ch
3

(2
.

1 0 )

J了
’

二 J
。 , oo , 全簇Ch

3

由(2
.

5 )和 (2
.

7 )可得
门 .

S

号p ]J石, 找E }{( Ch
“

从而对
。( (o

, 1 )
,

存在h
。
一 (。C

一 ‘
)
’‘“

使得当h簇h
。

时
‘

,

知识 知 I十 B 护E 可逆 (I 是三 阶单位矩阵)

= B 抓 I + B扩E )可逆
,

即(?
.

2) 是可逆变

十 B 尹E )
一 ‘
B 护

,

故有
-

且 有s耳p
犷

叹2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

IB 扩百 }簇。< l. 则 由算子理论及矩阵

l](I + B 凳‘E )
一 ’

}{镇 (1 一。)
一 ‘.

于是 D F 二

换
.

据反函数的存在定理得 D F 扩~ (D F 价
一 ‘

= (I

IF ; , {
1 ,

一
或 s

梦p 二}}刀
; ‘}J

·

Jj{猛
B ; , E )

一 ‘

JJ簇Ch
一 ’

(2
·

‘3 )

因 ( I + B尹E )
一 ‘

的任一元成(1 一约
一 ’,

与 (2
.

10 )同理可得
:

}d e t (I + B元‘E )一 ‘}簇 (1 一 。)
一 “

从而 有

!d e七B 二 {~ }T ‘ 1
·

]d e 七( I+ B 元
‘
E )

一 ‘}簇 (1 一 。)
一 几

IT 二
}

故有

IT 异
‘

}
。 , 、

二 , 、( C h
一 “

(2
.

1 4 )

由(2
.

9 )
、

心
.

1均
、

(2
.

飞 :})
、

(2
.

1
一

勺及 [ 4 ]的定理 4
.

3
.

2即得定理 2 的两不等式
.

证毕
.

注 现有的有限元书刊在使用(2
.

2) 时
,

都没有对其可逆性作出论证
.

定理 2 是一个有益的补充
.

三
、

混合有限元格式

令 Q , (K )= 笼夕 {g = 夕
o

F 元
, ,

夕〔Q, 〔尤) }
,

Q , (尤)是尤上的三 j次 ( 包括不完全三 j次)

多项式空间
。

有限元空间取为
:

对
、
= {。〔对门e

。

(厨) 1、l二〔Q。 (凡)
,

v 尤〔J 、} (3
.

1 )

尤、= 笼。〔犬 自e
。

(磊)
3

} 。 }二 (Q二 + ,

(兀 )
3 ,

v 兀〔了, } (3
.

2 )

其中m 》 1. 则M
、仁H

‘(口)
。

为构造刀
h ,

需引入下一引理
,

其是〔6〕p
.

3 7的直接结果
.

引理 Z V : 〔X 及 丫 q 〔M
、

有

(q
,

定理3

证 V v

d iv v )去 一 (v g , 口)

存在刀
、满足定理 1

一

的 (H
,

)
.

= (v
, , v : , v 3

)
,
〔X

几
(。‘一方。

‘)。、* 一 。
,

由(2
.

3 )易知
,

当空〔Q。 (尤)时
,

丁
* ( ”一方”)v oD F 、!

·

,

令方。
‘是 。‘= 。‘。尸二

在。
。 * ,

(才 、中的1.
2

投影

V 功〔Q二 * ;

(尤)

v 夕D 尸元
‘

·

T 二〔Q二
十 工

(尤)
3 ,

从而 由(3
.

3 )得

了
’

二J沙= o ,
v 女〔Q。 (尤)

(3
.

3 )

(3
.

4 )
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一一
- ~

一
一一一- -一气 ,

公= (公
: , 公2 , 公s

) , ,

H 公二 (刀公: ,

H 公: ,

H 公s)
,

定义万
。 :

X , X 、使得 V v〔X 满足

刀、” !二 = 11 公
o

F 云
‘,

由(2
.

2 )及(3
.

4 )得

V K 〔J ; (3
.

5 )

f (。 一刀。。 )、、。。一 }
‘

(。一方。)、q D : 、,
.

: 、、* 一 。
,

V 、。口
. (尤) (3

.

6 )

J K J 二

对 (3
.

6 )求和且由引理 2 得 (1
.

3 )
.

由(3
.

3) 及〔7 ]中 p
.

1。吐的推论 2 可得

}{H 公l
, , 云《C l!公}1

, , 云 (3
.

7 )

目O一万公11
, , 矛成C ll公一 叻

。

{,
, , 云 (3

.

8 )

其 中, 。是引理 1 所给
.

由定理 2 和 引理 1 可得 (1
.

4) 、 (1
.

5)
.

即(H i) 成立
.

证毕
.

因定理 1 的(H Z )是显然的
.

由上述讨论得下结论
.

定理 4 对于(3
.

1) 、 (3
.

2) 定义的有限元空间及(3
.

5) 定义的H
。,

问题 (1
.

2) 存在唯一解

(。。
,

p 。)〔X 。 x M
。
且当(1

.

1 )的解 (u
,

P)〔H
, 牛“

(口)
3 x H 咐

’
(口)时

,

有

11
。一 。。

Ij
l , 。 + l{P 一P。

}}
。 , 。
《 Ch仍

+ ‘(1}
u
{{
。 + 2 , 。 + IjP }】

。 十 , , 。 )

附注 1 当优二 1时
,

M 。的自由度可取为q在六面体K 的顶点的值
,

X h的自由度可取为v在六面体K 的顶

点和各边中点的值
,

则在K 上的总自由度为68 个
.

若将K分成 5 个四面体 (如图1)
,

按〔1 1中的四面体单元

格式
.

自由度取为、在四面体的顶点的值
, V 在四面体的顶点

、

各边目1 点及
l
、
一d 。的值(‘一 ,

,

一 。)
,

贝。在每

个六面体 K 上需 101 个自由度
.

因此
,

在每个六面体K 上多需 33 个 自由度
.

若按[ 2 ]中的四面体剖分的二

阶格式
,

也易知在K 上需83 个自由度
,

但由 fZJ中(3
.

2 2 )、(3
.

24 )知
,

fZI中的离散方程多一个方程 组
,

实

际解题时工作量更多
.

因此
,

本文的二阶格式较【1 ]
、

【2」的二阶格式都节省自由度
,

从而能大大地减少计

算量
.

类似地可算出当tn 》2时也较【2〕的格式节省自由度
.

附注2 由于三川次多项式较单阴次多项式多一些高次项
,

因此
,

实际算题时
,

六面体单元格式得 到 的

有限元解对真解的遇近较四面体单元的有限元解对真解的逼近更好
.

另外
,

虽然四面体单元简单
,

剖 分却

十分不简单
,

一个六面体可分成五个四面体
,

也可分成六个四面体
,

其间的相互关系也很不直观
,

数 据 的

准备工作和计算结果的整理都很繁杂 (见【s] 第二章 马5 )
.

采用六面体剖分就可克服这 些 困 难
.

其次
,

因

三线性等参变换(2
.

2) 可将曲面的六面体变成标准正方体K
,

因此
,

我们的格式能较好地适应曲面区域的问

题
。

这就充分显示出六面体单元的优越性
.

一1J..1.健l,上
2

r..LF..L

1 3 ]

1 4 ]

〔5 1

[ 6 ]

[ 7 ]

[ 8 ]
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