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摘 要

本文首次建立了矩形宏单元的B 一I模型
,

比现有模式更具实用价值及灵活性
.

为建 立 薄板内

力R 的影响面
,

文中定义了诸相应的广义分布荷载q
.

算例表明
,

本文提出的模型及广义荷载公式

具有计算精度高
,

占用内存少等优点
,

对承受移动荷载的板结构
,

诸 如 双向连续桥面板
,

高桩码

头无梁板等效果尤为突出
.
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文献仁1〕
,

〔2 〕针对矩形板块所建立的单元模型不仅能自动满足薄板微分 方 程 及 边界条

件
,

而且
,

由于所取位移函数是完备系
,

在极限情况下
,

能够描述单元可能产生 的任意形式

的变形
,

特称其为
“

宏单元
” ,

以示其与一般非完备模式的区别
.

对于简单的矩形板块结构
,

看作是一个宏单元就可得 到足够精确的解
,

而无需进行单元剖分
.

然而
,

上述宏单元的基本未知量均位于单元外边界与角点处
,

对于有内柱支承的无梁板

结构
,

由于柱支承的存在将无法发挥宏单元的长处
.

为此
,

本文建立了宏单元的B
一

I 模型
,

其基本未知量除位 于边界
、

角点者外
,

还将包括单元内部的柱支承反力
、

反弯矩
.

将宏单元

B
一

I模型与梁
、

柱单元相结合
,

文中建立了板一梁一柱结构体系的静力分析公式
.

最后
,

为

建立板结构的影响面
,

根据M a x w el l互易定理
,

针对宏单元 B
一

I模型
,

文 中推 导并给出了

相应广义分布荷载q 的计算公式
.

二
、

位 移 函 数

取边长为
a ,

b的矩形 简支板为宏单元
,

如图 1 所示
,

设其边界 i一 j上的位移 。 ‘, 及弯矩

M
‘, 分别为
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式中
: D = E h

3

/ 1 2 (l一
v ‘)

, v
为泊松比

,
h为板

厚
.

对边界
: “ 1 ,

对边界
; “ 3 ,

2 有 f二 1 , 3

4 有i二1 , Z j

, 2 , 4 ,

” 3 , 4 ;

但应将M
:

与M
,互

一

换
,

并以二/a 代替y /b
.

式 (2
.

1)
,

(2
.

2) 采用富氏级数加 补充项的

形式
,

目的是改善级数 的收敛性
.

从上述边界条件出发
,

并考虑到内柱支承

反力的作用
,

取宏单元 B 一I 模型 的位移函 数

为
:

图 1 单元摸型与荟本未知t
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。
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圣
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7项为本文针对柱支承作用而 新 增 加 的补充

(2
.

4 )
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式中右端的第1至第5项同文献〔1〕
,

〔2〕
,

第6,

项J 且有
:
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,

板边广义位移

板边广义弯矩

角点位移

角点弯矩

内柱反力

内柱反 力矩

今后
,

我们将用{X }
.

表示式 (2
.

4) 所示各未知参数组成的未知列向量
,

不难看出
,

它

含有4( N 。 + N初 + 3 N
口
十 12 个元素

,

其中N 。 ,

N 。
为级数项数

,

N
。

为内柱数目
.

式 (2
.

3) 中的系数矩阵〔G
。

(二
,

妇〕
,

〔T
。

〕
,

〔S
。

〕⋯等详见附录
,

其推导过程参见文献

〔4〕
-

不难验证
,

式 (2
.

3) 所示位移函数 叨 将自动满足薄板理论基本方程
〔“’及前述边界条件

(2
.

1 )与(2
.

2 )
.

三
、

混合法基本方程

将式 (2
.

3 )所示位移函数切代入 薄板理论有关公式
「““,

不难得 到宏单元B 一I模型的边界

剪力笼厂
:

卜
、

边界转角{口
,

}
、

角点反力{R
“

}
、

角点转角 {少圣
、

内柱支点挠度{二
,

}及 该 处 转角
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{尹圣
,

为简明起见
,

将上述诸量的和向量用 {F }e 表示
,

经整理则有
:

〔A 〕
“

{X }
e

二 {V }
“

一 {P }
e

.

(3
.

1 )

式中{X }
’

见式 (2
.

4 )
.

矩阵 [ A 〕
‘

是 4 (N
,。

+ N 。 ) + 3 N
。

+ 1 2阶 的方 阵
.

由于{X }
‘

及 {Y }
‘

均分

别含有未知及已知的
“

力
”

及
“

位移
” ,

故 称 (3
.

峥 式为混合法方程
,

相应地
,

仁A I
‘

为混合系

数矩阵
,

{尸 }伪非齐次项
.

对板一梁一柱体系中的连续板
,

在相邻宏单元之间及角点处有平衡及相容 条件
:
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在宏单元内
,

有柱顶与板的变形相容 条件
:

。畜一△
‘~ 0 ,

功翌一功
‘= 0 (3

.

3 )

式中厂
。和R ”表示梁与角柱 的支承反力

,

可由下式求得
:

v
。
一E l 乙

n 4 兀4

I
4

(3
.

4 )
一

_

刀月
扰 护

=
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月

式中功
: 。 , 山 “

见式 (2
.

4 )
.

‘ “
“‘n ’

笋 飞
J

E l为梁的抗弯刚度
,

伪跨长
, 百月为柱的抗压刚度

,

H 为柱高
.

w 公及粼表示柱顶竖向位移与转角
,

可写作。鉴二 d
‘

N 宝
,

川 ~ 必M蓄, 己
, , 切‘

表示柱顶作用单位

轴力
、

单位弯矩时该处产生的轴向位移与转 角
,

可由材料力学公式得到
.

利用宏单元系数矩阵〔A 」
“ ,

平衡相容 条件 (3
.

2 )
,

(3
.

3)
,

可组成整体结构的 混合法基

本方程 :

[ A ] {X } = {P
。

} (3
.

5 )

其中
,

{X 蛋是由结构内
、

外边界上的广义位移
、

广义弯矩
、

内外 角点 位移
、

弯矩
,

宏单元

内柱支承反力
、

反弯矩组
.

成的未知列向量 ,

〔A 〕是结构的广义混合系数矩阵
;

{P
。

圣是载荷作用于基本结构一
一

四 边简支矩形板上时
,

由式 (2
.

3) 中的非齐次项二
。

所

得边界广义转角
、

广义剪力
、

角点转角
、

角点反力等构成的总体
“

载荷列阵
” .

四
、

广义载荷与影响面

我们将借助M a x w el l互易定理把板上任一定点 Q 的不同内力影响面问题转化为在相应

广义分布荷载 q作用下
,

求动点尸的挠度问题
.

此外
,

为得到内力影响面
,

我们将首先建立与内力有关的各量值
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2日叮
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.

1
.

曲率K ; ~ 笋。 / 梦
,

K
。
一尹。 /

、

护 的影响面及广义分布荷载

对图2 ( a ) 所示动点尸
,

定点Q的荷载状况
,

应 用M a x w el l互易定理
,

当久, o时有
:
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图 2

尸 )

’

即在动点尸作用单位力时
,

在定点Q产生的曲率K 雪一护。 (O
,
尸)/ 日梦等于在定点O作用

图示力系 以 , 0) 时在动点尸产生的挠度。(尸
,

Q )
,

换句话说
,

即定点 Q 处作 用的力系 以

。 0) 所产生 的挠曲面。(尸
,

Q )就是该点 曲率 K 君的影响面
.

由广义函数论可知
,

图2 (a )q 点处作用的力系
,

当几。o时可表示为广义分布荷载

q荟= T (, 一睿)占(, 一 叮)

其中T是双偶极函数
,

d是脉冲函数
.

展为级数形式则有
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,
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对 图3( a) 所示动点尸
,

切 (P
,

Q ) ~

定点Q的荷载状况
,

根据M a x w el l互易定理
,

当几, 。时
,

有

日“功 (Q
日占

P )
.

0 3阴 (Q
,
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一

一

寸
.

一一一孔卜 石从 2

u g 口 ,I
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即定点Q处作用的力系 以 , 0) 所产生的挠曲面。(尸
,

Q )就是该点一 Q
:

/ D 的影响面
.
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由广义函数论可知
,

q 点的荷载力系(几今0) 可表示为广义分布荷载

q 兮二 一 K (二一睿)占(夕一 , )+ T (g 一 , )B (x 一雪)

其中K为双T 函数
,

B 是偶 极函数
.

展为级数则有
:
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,

分析图 3 (b )所示荷载状况
,
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义分布荷载

对图 4所示动点尸
,

定点Q的荷载状况
,

根

据M a x w e ll互易定理
,

当凡、o ,

有
:
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,
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Z w (Q

,
P ) /
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雪日刀

即定点口处作用的力系 以 , 0) 所产生的挠曲

面功 (尸
,

Q )就是该点扭率 K ; ,

的影响面
.

同理
,

q 点的力系 以。 0) 可表示为广义

分布荷载
:

9 霎
,
= B (戈 一夕)B (夕一 刀)

其级数展式为
:
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在上述诸广义分布载荷 q 的作用下
,

求解方程(3
.

5 )
,
‘

进而得到式 (2
.

3) 所示挠曲面断

即分别为K ; ,

K
, ,

⋯ ⋯诸量值的影响面
,

内力 R 的影响面即不难得到
.
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、

算 例
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q
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例 1 图5 听示悬臂方板
,

泊松比 , “ 。
.

3
,

边长为a,

弯矩M
,
一刀q 了

,

计算结果 见表 1 ,

表 2
.

文献〔6〕中 寸弯矩级数取至 24 项
,

而本文取

功项即达 到表中精度
,

同时
,

避免了 角点弯

矩为零的弊病
.

例2 图6所示四柱支承无梁方板
,

E A 。2

/

D H ~ 2 ,

建立中点 C的弯矩M g的影响面
.

令M犷一 a 尸
,

所得 a 值列于表 3 ,

其中上一

行数字为用一个宏单元B
一

I模型
,

级数取12 项

的计算结果
,

下一行为用9个宏单元一般模型
,

承受均布荷载q
.

令挠度 。二 。q a4 / D
,

级数取6项的计算结果
,

二者相当接近
,

但前者只有12 0个自由度
,

后者却有3 36 个自由度
.

微
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结 束 语
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对于在极限情 况下 (级数取无穷项) 可得到精确解的宏单元
,

用带补充项的富 氏级
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数作形函数以加速收敛
,

用B
一

I模型以降低方程的阶数
,

在提高计算精度
,

节
不‘
内存与机时

等方面均有良好的效果
,

远优于一般有限元模型
.

2

清晰
,

3
.

利用本文引入的广义分布荷载及宏单元B
一

I模型建立各种板系结构 的影响面
,

概念

便于实施
.

对于简支或弹性支承连续板
、

柱支承无梁板
,

不论受移动还是非移动荷载的作用
,

本文提供的方法均方便
、

适用
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