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摘 要

把在本文第 ( 1 ) 部分
已“二

中讲述的基本原理和方法用十求解各向异性
一

平面问题
.

先 建立 可进

入H a m il tO 。体系的广犬变分原理
,

求出H a m ih o n 微分算子矩阵
,

再求解横向本征解
,

可得到矩

形域各向异性线性弹性平面问题的级数解和半解析解
.

关健词 各向异性 线弹性力学 H a m il t o n 矩阵 解析解 半解析解/ 辛几何

一
、

问 题 简 述

在本文第( I )部分
,

提出了求解弹性力学中偏微分方程的一套新方法
: (1 ) 针对具体的

控制方程
,

建立起对应的可进入H a m il七o n 体系的广义变分原理
,

求出H a m il Lo n 微分算子

矩阵
; (2 ) 求出该H a m il 七o n 阵的横向本征解

,

构造分离变量形式 的级数解 , (3 ) 根据纵向

两端边界条件
,

求解两点边值问题
,

确定级数系数
,

从而获得解答
.

已对正交异性矩形弹性薄板给出了求级数解的过程
,

该方法对对称角铺设层和板乃至一

般的各向异性板也是有效的
,

这将在另文中阐述
.

下面针对各向异性平面问题的求解进行探

讨
.

可进入 H a m il to n 体系的广义变分原理

作者发现
,

对一个具体的控制方程
,

’

可有三种途径进入 H a m il 切 n 体系
: (l) 象最优控

制论中的状态空间法那样
,

从控制方程中直接导出
「‘了, (2) 在控制方程所对应 的最小势能原

理中
,

引入L a g ra n g e
乘子

,

构造一个恰当的混合能型 的广义变分原理
,

通过变分进入
〔‘’,

(3) 通过 L e g e n d r e 变换
,

构造H a m ilt o n 函数及其广义变分原理
,

通过变分进入
〔么, .

作者发

现
,

最后一种途径是最好的
,

可得到三维各向异性线弹性力学中可进入H a m ilt o n 体系 的广

义变分原理和 H a m il七。n 微分算子矩阵的一般公式
,

此不赘述
.

不过下面的推导已说明了推

导的整个过程
.

考虑各向异性弹性平面应力问题
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就得到可进入H a m il to n 体系的广义变分原理
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沪+ 刀2 2 ,

厂是外力势能
.

三
、

H am ll to n 矩阵及其横向本征解

由占H ~ 。可推出H a m i lt o n 微分算子矩阵
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对于正交异性板
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求解H的本征问题

Hy ~ 拼y

这时H中的偏导数就是导数
.

把Y 二砂 , Z 代入 ( 3
.

3 )
,

( 3
.

3 )

可以推出一个关于几的特征多项式
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由此可推出 四个特征根扣
,

妄产
, 专产,

叮户

(2 )雪
, 刁是不等虚数 , (3 )占

, 刀是复数
.

对具体材料
,

根据D
‘,
可求出占

, 叮,

数为

.

按根的类型可分为三种情 况
〔‘’: (l )省~ 粉~ 虚数 ,

确定Y 的具体形式
.

比如对 第3种情 况
,

横向本征函
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5 )

把Y代 回(3
.

3 )
,

结合 , 方向两边的边界条件
,

可以确定系统的本征值拼和 (3
.

5) 中16 个常数中

的15 个
,

只剩下一个常数待定
,

这样的Y 称为Y
。 ‘, 在Y

。‘
中的“

。
都换成一 拼

‘,

就生成了Y 。, ,

也有一个待定参数
,

则系统分离变量形式 的解为

= 艺 (a ‘e x p 印
‘二〕Y

。 ‘

+ b ‘e x p 〔一 拌‘二〕Y 。‘) + 特解 (3
.
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常数
a ‘和b ‘由x 方向两边的边界条件确定

.

四
、

两 点 边 值 问 题

有了级数解 (3
.

6)
,

自然联想到边值问题的传统解法
:
把已知的边界条件用基底函数展

开为级数
,

比较级数的系数
,

就可定出级数解中的待定常数
‘“’.

传统解法是E u d id 空间中的概念
,

其状态函数是同一类型
,

或者是 q ,

或者 是P
,

与最

小势能 或最小余能原理相对应
.

现在进入了H am il 切n 体系
,

所在的空间具有辛几何结构
L“’,

必须 换一个新角度看 问题
.

在辛空间里
,

状态向量是两种类型
, q 和 P ,

与广义 (混合能)

变分原理相对应
.

这时的边界条件在一端只给出了全状态向量的一半
,

所以构成一个两点边

值问题
.

若边界条件给出了整个全状态向量
,

可以把它也用Y
。 : ,

Y 。, 展开成级数
,

求解过程

与传统的分离变量法一样
.

但实际上在辛空间里
,

边值问题的边界条件只能给出全状态向量的一半
,

如果硬把边界

条件用辛基底y 展开
,

那么展开级数的系数显然不是唯一的
.

传统的展开边界条件的作法不

行了
,

必须另寻出路
,

于是又想到了导入H a m il切 n 体系的广义变分原理
.

因为级数解 (3
.

6) 满足广义变分原理 (2
.

5) 和梦方向的边界条件
,

剩下的二方向的边界

条件可以表示为
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其中q 朴和p 赞
分别是给定的位移和力

.

把 (3
.

6) 代入 。
.

1 ) 中的任意一个方程
,

都 将 导出

一个关于
a ‘

和b
‘

的正则方程 (线性代数方程组 )
.

在具体计算中
,

可根据精度要求
,

取有限项
,

解出
a ‘和b‘

.

此方法的另一个好处 是求得

级数系数后
,

位移和力一起得到
,

这时半解析法大有益处
〔7 J .

本文是在理论上进行论述
,

建立了基于H a m ilt o n 体系和辛空间的一套方法
,

理论基础

建立了
,

半解析法和数值方法才有用武之地
.

这种方法不仅可用于求解析解
,

还可以而且更

重要的是求半解析解
,

基于H a m il to n 体系 (具有辛几何结 构) 的半解析解法可以解决固体

力学中的很多难题
,

这方面的工作将在另文中叙述
.

值得说明的是
,

对一般的各向异性平面问题
,

可从 (3
.

1) 推出一个比 (3
.

4) 复杂的特

征多项式
,

特征根一般是复数
,

其横向本征函数仍如 (3
.

5) 所示
,

剩下的求 解 过程是一样

的
.

本文把提出的基于H a m il 七o n 体系的解法从各向同性弹性力学推广到复合材料层合板的

平面应力和弯曲问题
,

可作为解析解法
、

半解析解法和数值方法的理论基础
.
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