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摘 要

当自变量 间存在复共线性时
,

最小二乘估i{
一

就表现出不稳定并可能导致错误的结果
.

本 文 采

用广义岭估计刀(K )来估计多元线性模型的回归系数 刀= ve
c
(B )

,

通过岭参数K值的选取
,

可 使

广义岭估计的均方误差M S E 小于最小二乘估计的M S E
.

指出了广义岭估计中根据 M S E 准则选取

K值存在的主要缺陷
,

采用了一种选取K 值的新准则Q(。)
,

它包含M S E 准则和最小二乘 L S 准则

作为特例
,

从理论上证明和讨论了Q(c )准则的优良性
,

阐明了
。

值的统计含义
,

并给出了确定
c

值

的方法
.

关钻词 最小二乘估计 广义岭估计 均方误差

一
、

引 言

我们考虑 q 个因变量的
。
个观测值 Y 夕

假设它满足标准的多元线性回归模型

Y 一X B + 。 (1
.

1 )

其中 X 为列满秩的
n X P 的已知矩阵

,
B 为待估的 P X q 的未知系数矩阵

,

记 。二 (s : , 。2 ,

’

“ , “。 ,
通常的假设是

E (“, ) = o , c o V (“J
, “: )一 ” , ‘I , (j

,
l二 1 ,

2
,
⋯ , 、)

这里
,

犷一 (巧 ‘)> 。表示 q x q的正定矩阵
.

当 q 一 1时
,

模型 C
.

1
一

)为一元线性回归模型

夕“ X 刀
,
+ 。 ,

E (e ) = o , c o v (。)一 a Z
I

,

(z一 2 )

这里 .y 为
一

, 浓 1 的观测 向量
,

刀
,

为p x l的未知参数向量
, 。
为

n x l的随机误差向量
,

护 > o为

误差方差
.

容 易得到
,

模型 (]. 1
一

)的典则形式为

Y 一 z A + :
’ ‘

(1
.

3)

这里
、

Z 二X Q , A 二Q’B , Q 为P x P的正交矩阵
,

它使得

Q
‘

X
‘

X Q 二过二 d ia g (几, ,
几:

,

⋯
,
几

,
)

,
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几‘(沁 1
,
2

,
⋯

,

P) 为矩阵X
, X 的特征根

,

并称A 为典则参数矩阵
.

模型 (1
.

1) 和 (1
.

3) 可分别化成如下的一元线性回归模型

v e e (Y )二 (I。À X ) v e e (B ) + v e e (。) , 1

E ( v e e ( ￡) )二 0

e o v ( v e e ( 。) )一犷À I 。

v e e (犷) = ( I 。À Z ) v e e (A ) + v e e (。)

E (v e e ( e ) ) “0

e o v ( v e e (。 ) ) 二犷À I 。

( 1
.

4)

( 1
.

5 )

令刀“ v e c (B ) , a = v e c (A ) , 则a 二 ( I 。À Q , )刀, 称a 为典则参数向量
.

很容易地可以得到
, B 和A 的L S估计分别为

B 朴一 (X , X ) 一 ’X I Y

和 A . = (Z ,

Z ) 一 12 , Y 一才
12 , Y

刀和a 相应的LS 估计分别为

刀
. = 〔I 。À (X ‘X ) 一 ‘X

‘

〕v e e ( Y )

和 a . = ( I 。À 刁
一 ‘Z

‘ )v e e ( Y )

且 刀
. = ( I 。À Q , )a 份 , E (刀

. ) = 刀
, e o v (刀铃) = 犷À (X , X ) 一 且

.

通过直接计算
,

刀
. 的均方误差为

( 1
.

6 )

( 1
.

7 )

( 1
.

8 )

( 1
.

9 )

M S E (刀
, ) 二 (七r厂 ) E 几万

‘

( 1
. 10 )

这里几
:
》灰> ⋯ > 几,

为X , X 的特征根
,

因为X , X > 。,
所 以 元‘> 0( i ~ 1, 2 , ⋯ , P)

.

从 (1
.

1 0) 式可知
,

若 X , X 至少有一特征根很小
,

即接近于零
,

则M SE (户 ) 就很大
,

此

时虽然L S估计刀份 的方差在线性无偏估计类中最小
,

但其值很大
,

使得估计量表现出相当的

不稳定
.

〔1〕提出
, X , X 有多少个特征根接近于零

, 回归自变量之间就存在多少个近似的线

性关系
,

此时 回归自变量之间存在复共线性
,

并称设计矩阵X 呈
“

病态
” .

为克服L S 估计存

在的缺陷
,

本文将讨论模型 ( 1
.

1) 回归系数的广义岭估计
,

得到广义岭估计的主要性质
,

并

应用选取K 值的Q ( c) 准则对广义岭估计作了进一步的探讨
.

二
、

广义岭估计及其性质

因为对一切的刀都有El }刀划
“> }{刀l

“,
所以从平均的角度来看L S 估计户 总是偏长

,

因此

有必要对少进行压缩
.

模型 ( 1
. 1

.

) 回归系数B 的广义岭估计定义为

B . = (X , X + QK Q , ) 一 , X , Y ( 2
.

1 )

其中 Q为正交矩阵
,

使得Q‘X ‘X Q = 刁 = d i a g 以
1 ,

几2 ,

⋯ , 几, ) ,

K = d i a g (k ; , k : ,

⋯
,
‘, ) ( k‘>

0 , i = 1 , 2 ,

⋯
, P ) , 称 k‘( i “ 1, 2 ,

⋯
, P ) 为广义岭参数

.

当 K = kl , 时
,

则 (2
.

1)式化成 B . 伍)

二 (X , X + kI , ) 一 ‘X ‘Y , 即为 B 的狭义岭估计 , 当K = 0时
, (2

.

1) 即为B 的L S估计 , 若 q = 1 ,

则 (2
.

为即为模型(1
.

2 )回归系数刀, 的广义岭估计
.

记 少 (K ) 二v e c( B .( K ) )
.

为了叙述上的方便
,

也把少 ( K )称为夕= v e c( B ) 的广义岭

估计
.

从 ( 2
.

1) 式立即得到
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刀
劳(K )一仁I 。À (X , X + QK Q , ) 一 ‘〕( I 。À X ‘X )刀关

定理2
.

1 当K > 。时
,

少 (K ) 是刀的压缩型有偏估计
.

证明 因为 少 (K ) 一 [I 。À (X / X + 口K 口
/ ) 一 ’〕( I 。À X / X )户

= ( I 。À Q )〔I 。À (刃+ K ) 一 ‘〕( I 。À 刁 ) ( I 。À Q ‘)刀肠

所以 }!刀朴 (K ) l】2= }}[ I 。À (班+ K ) 一叨〕( I 。À Q ‘)吞朴1}“

< l】( I 。À Q )刀长 1}“= }}刀朴 }{
“

可见
,

刀权K )是 L S估计刀.
向原点压缩而得到的

.

又 E (刀. ( K ) ) 二〔I 。À (X , X + QK Q , ) 一 ‘〕( I 。À X ‘X )刀铸刀
,

否则必得到

I 。À X , X 一 I 。À (X 产X + QK Q, )

这说明K 二 。,
与K > o矛盾

,

因此刀权尤 )是刀的压缩型 有偏估计
.

根据 ( 2
.

1) 产式
, a 的广义 岭估计为

a . (K ) = [ I 。À (A + K ) 一 ’刀〕a 补

且 尹 (K ) = ( I 。À Q) a 肠 (K )

定理2
.

2 刀权K ) 的均方误差为

(2
.

1) 尹

(2
.

2)

(2
.

3 )

”8 “(尹 (‘ ,卜言睿恕篇产 ( 2
.

4 )

这里 山 , 为 A = O ,B 的元素
, 。 , ,

为犷主对角线上的元素
.

证明 根据 ( 2
.

3) 式
,

刀气K )的均方误差为

M S E (刀, (K ) )二M S E (a , (K ) ) = 七r e o v ( a 爷 (K ) ) + 1}E a 朴 (K ) 一 a l{“

因为 E a .( K )一 [I 。因 (A + K 犷 ‘刁〕a

e o v ( a 长 (K ) ) = 〔I 。À (刀+ K ) 一 ’刀〕(犷À 过一 ‘) [ I 。À刀 (月 + K ) 一 ‘〕

一厂À (过+ K ) 一 ‘过 (刁 + K ) 一 ‘

所以t r e o v (a . (K ) ) ~ t r [厂À (刀+ K ) 一切 (刀+ K ) 一 ‘j

子
, ,

, J

、「子_ 一鱼_
廿

一 ’‘

/ L拭 (元‘+ 左‘)艺

}!百“铃 (K ) 一 a }}“= a ,〔I 。À (月+ K ) 一 “K 么ja

一

睿鑫(食粉)z
于是得到 ( 2

.

4) 式
.

定理2
.

3 若 0 < 儿‘< k育( i 二 1 , 2 ,

⋯
, P) ,

则

M S E (刀‘ (K ) ) < M S E (刀, )

这里
“卜 (‘·F )/睿

·‘
, ( ‘一 ‘, 2 ,

一 , ,
( 2

.

5 )

证明 由定理 2
.

2有

、、,Z

碑口
弓. ,.

a
aM S E (刀朴 (K )

a k‘ 一
2、‘( ; ‘+ ; . )一(、

r : 二。
,

亡
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令 k卜 (衍犷)

/鑫
a 卜 (l’

, 2 ,

⋯
,
P) ,

得

、刀声产、,了、、J了

口M S E (刀
肠(K ))

日k‘ {
> O

一 O

(当 k‘> 寿贯

(当 k‘= k育

< 0 (当 k‘< k

所以当 。< 壳。< 衬
, 必有

M S E (刀
, (K ) )< M S E (口

, (o ))一M S E (刀
‘ )

.

记K 肠 一di a g (k 梦
,

寿警
,
⋯

,

庵芬)
,

则从定理 2
.

3的证明过程可知
,

M S E (刀气K ”在 K 一K .

达到最小值
,

其最小值为

1llln
K 奋 0

M S E (刀
, (K ))= M S E (刀

, (K , ))一 (tr 犷) E
a 丢

.

久‘a 1
.

+ tr厂

其中 川 一 乙时
, (‘~ 1 , 2 ,

⋯
,
p )

.

J = 1

定理2
.

4 刀气K )是刀的可容许估计
.

证明 令C = I。À (X ‘X + QK Q ‘) 一 ’X ‘X ,

。

W = (I 。ÀX , ) (犷一 ‘À I 。 ) (I 。À X ) ~ 厂 一 ’ÀX ‘X ,

则有C班
一 ‘一 C班

一 ’C ‘= [ I 。À ( X ‘X + QK Q , ) 一 ’X ‘X 〕[ V À ( X ‘X 犷 ‘

〕

一〔I 。À ( X , X + QK Q , ) 一 ‘X ‘X ] 〔厂À (X , X ) 一 ‘〕〔I 。ÀX ‘X (X , X + QK Q , ) 一 ’〕

二厂À (X 产X + QK Q ‘) 一 ‘一犷À (X 产X + QK Q , ) 一 ‘X / X (X 产X + QK Q 产)一 ‘

二厂À (X ‘X + QK Q , ) 一 ‘QK Q , (X 产X + QK Q ‘) 一 ‘

因为厂> O , K > 0 ,
且Q为正交矩阵

,

使得

Q ‘X ‘X Q = d i a g (凡, ,
久: ,

⋯
,
几

, ) ,

所以 (X , X + QK Q’ ) 一 , QK Q, (X , X + QK Q, ) 一 ’》。

于是 C班
一 ‘一 C附

一 ‘

C, 一厂À (X , X + QK Q / ) 一 ‘QK Q / ( X , X + QK Q ‘) 一 ‘> 0 .

根据 [ 2」的推论 4
.

7
.

2 , 得知刀权K ) 一C刀
肠
为刀的可容许估计

.

定理 2
.

3说明了刀权K )比尹有较小的均方误差
.

但 (2. 5) 式与未知参数
a 和 V 有关

,

所以

我们必须通过观测到的数据来确定它们
,

这样就导致非线性估计
.

因为犷
肠 一 (n 一P ) 一 ‘Y ‘

〔I 一 X (X ‘X )
一 ‘X ‘

〕Y 为厂的无偏估计
,

户 ~ ( I 。À且 一 ‘

z, ) v ec ( Y )

为a 一 v e c( A )的L S 估计
,

所以一种自然的作法是在 ( 2
.

5) 式中以犷 , 及 a
节

,
代替犷及 a : ,得到奸

的估计
.

‘, 一‘r (厂·

丫艺 a芳 (‘~ J , 2 ,

⋯
, p ) ( 2

.

6 )

也可采用H e m m e r le 一B r a n 七le方法来估计片
,

即

t r (犷劳 )

E 时卜片衍 (厂, )
(f = 1 , 2 ,

⋯
, P ) ( 2

.

7 )
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当艺
a芳一心

‘七r (厂, )《。时
,

取衍二 + oo “= 1 ,
2

,

⋯
,
p )

.

J二 1

事实上
,

艺衅
, 的无偏估计为

J = 1

E 创
, 二乙

a
羚一 芍

‘

衍(产)
了二 I j 二 1

这是因为

所以

因此

E (a芳)二 V a r (a 贯, ) + (E a 誉, )
“
一几万

’。, , + a 蕊, ,

E (。了
, )“ 。z , (i二 1 ,

2
,

⋯
,
P

,

j“ 1
, 2 ,

⋯
, q )

E (a 羚一 几下
’”
节

, )一 a 笼
, ,

E

(睿
·。一“、1‘·(犷· ,

)
一

剪
·“

, (‘一 ‘
, 2 ,

一 , ,

q q q

最后
,

在 (2
.

5 )式中分别以犷和E 川 , 的无偏估计犷
补和 E 在l

,
代替V 和艺 川

,
就得到 (2

.

7)
j ‘ I J ‘ l j “ 1

式
。

三
、

选取K值的Q (c) 准则

1
.

广义岭估计均方残差的性质和根据M S E 准则选取K 值存在的主要缺陷

比较L S 估计少和广义岭估计夕权K )( K > 0 ) ,
我们可 以发现它们有两个主要区别

第一
,

刀
铃
不含未知参数

,

它可直接 由数据估计出来
,

但刀权 K )的表达式 (2
.

1) 中含有参

数K
,
它需要通过数据来估计

.

第二
,

两者的优化准则不同
,

刀
铃
是基于L S 准则 (即

,

最小二乘准则 ) 得到的最佳线性

无偏估计
,

而夕权K )中选取K 值通常总是基于M S E 的减少 (M S E 准则是要使M S E (刀气K ))

达到最小)
.

产 (K )是有偏估计
,

它在减少 M S E 的同时
,

势必要增大对模型拟合的均方残

差
。

君理 3
.

1 对刀气K )的均方残差

M S R (刀
, (K )) ~ E }{v e e (Y )一 (I。À X )刀爷 (K ) l】

“

必成立着

M S R (刀肠 (K ) ) = M S R (刀釜 ) + △M S R (刀劳 (K ) )

这里 M S R , 勺 一E 1v e c( Y ) 一 (I 。À X 功
, 1

2 == (。 一p )tr 犷 为 L S 估 计 刀
, 的 均 方 残差

,

AM S R (刀, (K ) ) = E 刀( I 。À X )刀, (K ) 一 ( I 。À X )刀苦 112为户 (K ) 对 刀朴 的修正所引起的M S R

增置
,
且

八M S R (刀‘ (K ) ) = 乙 乙
(” , , + 只‘a 孟, )壳霍

‘二 I J二 1
以‘+ k ‘) “ (3

.

1)

证明 M S R (口肠 (K ) ) 二E llv e e (Y ) 一 ( I 。因X )少 ( K )服
名
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这里

一 E {}v e e (Y ) 一 (I 。À X )刀朴+ ( I 。ÀX )刀朴一 ( I 。À X )刀铸 (K ) }l“

~ E }{v e e ( Y ) 一 ( I 。À X )刀关 }l
“

+ E l!( I 。À义 )刀肠 一 ( I 。ÀX )刀朴 (尤 ) 11
“

二M S R (刀肠) + 八M S R (刀朴 ( K ) ) ,

m i n M S R (刀, (K ) )一M S R (刀‘ ( o ) ) = M S R (刀‘ ) 二 ( n 一P)七r犷
.

K ) 0

根据 [2 j的定理 2
.

3
.

1 ,
有

△M S R (刀芳 (K ) )一 E {1( I 。À X )刀爷 (K ) 一 ( I 。ÀX )刀朴 }】
“

~ E }}( I 。À Z ) a 补 (K ) 一 ( I 。À Z )犷 {}2

= E !!〔( I 。À Z ) ( I 。À (刀+ K ) 一 ’刀 ) 一 ( I 。À Z ) ] a 赞 }}
“

= E 】{( I 。À Z )〔I 。À (刀+ K ) 一 ‘K 〕a 补 I!
2

一七r {〔I 。À (过+ K )一 2

K
2
月〕e o v ( a 爷 ) }+ a ‘

〔I 。砂 (刀+ K ) 一 “K “
刁〕a

~ 衍 {厂À (刁+ K ) 一 “K “}十 a ‘

〔I
。

因 (过+ K ) 一 “K “刁〕a

二乙 乙
浦二 I J二 1

;

脚热
二 +
分分

协‘十佗‘) 一

二 二

几‘k 吞a :
以‘+ k ‘) “

一小子业
,仁丝夔 ; ,)k ;

廿胃 (几: + 寿‘) ‘

这样
,

要讨论刀
, ( K ) 的M笋R

,

只需讨论 AM S R (刀, (K ) )即可
.

当寿一 0时
,

△M S R (口朴 (K ) )一 。,

当k‘、+ oo ( i一 1 , 2 ,

⋯
, P)时

,

△M S R (刀铃 (K ) ) * 夕七r犷+ 兄 E 几, a ; ,

‘二 1 了一 l

当K > O时
,

。〔△M S R (刀朴 (K )〕 _ 2元‘(。 , , + 之‘a ; , )寿‘ \ 。 , : _
, 。 ‘ 、

兰竺里坐二笼之些

一
一 型些认

2 .
、誉气二

J

少 > o (沁 1 , 2 ,
⋯

,

P)a k . (几‘+ k . ) 3 / “ 、
’

‘ ’一

”
了 /

这说明△M S R (刀肠 ( K ) )关于k ‘单调递增 ( i = 1 , 2 ,

一
, P )

.

对模型 ( 1
.

4) 中刀二 v e c( B )的广义岭估计类
留 = {口劳 (K ) : K 二 d i a g (k , , k : ,

⋯
, k , ) > o }

关于均方误差和均方残差有如下的主要结果
:

m a x M S E (刀怜 ( K ) ) ~ m a x {(‘
·厂 ,

惑
“万

王 ,

愈井
· ; ,

}

m i n M S E (刀赞 (K ) ) ~ (‘·犷,
馨而丁;辈访犷

m a x △M S R (刀‘ (K ) ) = p 七r犷 + 乙 几‘a ;
.

,

M S R (刀, (K ) )和△M S R (刀, (K ) ) 随k ‘变化的情况大致如表 1 .
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衰 1

o < k
:
< (t

r 犷)/ a
, 2

.

(t
r犷 )/

a 、2
.

(t
r犷)/ a i

.

2 < k‘< + oo + 帕

MSE (尹(K ))
P

(, rV )习 义一; 皿 l ll lm U m

p 叼

习习
a ‘, :

二 1 , . t 少曰1

户. 一. . . . . 目. . ‘ ~一, ~ 一一~~ . 曰. . . . . ~ 一~ ~‘ ~~~ ~~ ~

一

一
- 一一

~ 一~

一-
~ -

一
一

~
.

叼

一
一
一一

.

一
~一一

-

一
‘

-△MS R (口
.
(K )) (*

r 犷)
,

习习
v , s + 又‘a i , 2

(不山幻干丘F户
气

P 空

户tr V + 习习又‘a ‘s,

‘一 I J 一1

综上可见
,

广义岭估计刀气K )在改进 L S 估计使得M S E 减小的同时却引起 △M S R 的增

大
, 导致模型的拟合变坏

.

M S E 的最 大改进可由(衍厂 )习 从
‘
降低 到 (tr 厂)

1

兄‘+ (t
,

犷)/ a ;
.

’ 但与此同时
,
△M S R 却由零增大到 (衍犷)

2

乙 艺
‘= I J = 1

。 , , + 久‘a : ,

(瓜时
.

+ tr 犷)
“

,

E间

根据M S E 准则选取 K 值有如下的两点缺陷
:

第一
,

当模型 (1
.

1) 的设计矩阵呈
“

病态
”

时
,

才有必要对 L S估计作修正
,

因此K 值 的选

取应 依赖于设计矩阵的
“

病态
”

程度
.

但M SE 准则对各种的
“

病态
”

情 况均同等着待
,

这不够

恰当
。

第二
,

当K = d ia g (k
, ,
k
: ,
⋯

,
k

,

)时
,

根据M S R (刀
爷(K )) 和 AM S R (刀

朴(K ))的 性质
,

刀权K )在使M S E 减小的同时
,

必使M S R 增大
.

M S E 准则要求M S E (刀气K ))达到最小
,

但

此时M S R (刀
朴(K ) )较大

,

使得少(K )对模型 (1
.

4 )的拟合变坏
.

2
.

Q (c) 准则及其优 良性

基于以上的分析
,
我们引入如下的准则

.

Q (c) 准则 在广义岭估计类 罗中
,

选取K 值使得

Q(e )= eM S E (刀
朴(K ))+ (1 一 e )AM S R (口

怜(K ) )

为最小
,

其 中
c〔〔。

, 1〕为给定的常数
.

对于不同的
c , (3

,

2) 给出了不同的准则
,

所以Q (c) 准则实际上是一族准则
.

M S E 准则分别为
c = 0和 c一 1时Q (c )准则的特例

.

由(2
.

4 )
、

(3
.

1 )二式得

(3
.

2 )

L S准则和

。‘ _ 、
_ 启 户 {〔e + (1一

。)几‘〕a ; , + (1 一 。)。 , , }吞
、褚 、‘ j — Z乙J Z 司 —

-

一 一一一
-

一
, ,
一

. , 一万
,

—
-

一

—
玉二飞丁二

t

曰‘十街厂

2 , q

, + 。
E 乙

几‘” , ,

‘= I J = 1 以‘+ k ‘)
“

aQ(e )
ak ‘

一

云
一

2叔‘〔c+ (1 , )几, 〕a 毛, + (1一 e )” , , }k‘一 Zc 义‘” , ,

一

私汗石)
2

一一 下

* aQ (e )
。 。 , , 、。。

, _ 、 、
斗 。 . ,

, 品
。
路 二 、、

性犷一石 〔一 一
一 U , 火IJ I勺

二

叼 戈t; 少了住只U r 浏
F详一

J 、 1且 / 牙
口肠‘

k , (Q (
e ))=

e七r 厂
、

〔e + (]一
e )久‘〕a 毛

.

+ (1 一 e )t r犷
(e〔〔0

, 1
一

〕i= 1
,
2

,

⋯
,
P)

.
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-
~

一 ~
.

一
-

.

- -
~

~

一
-

,
, - 一

一
一

一
又

d k ‘(Q (e ))

d c

(之‘a 毛
.

+ 七r F )t r厂 、 。

-
‘
尸

· , 闷一

一
(

~ , 一 , , .

万;
-

一 下 玉 二行万了 /
尹 v ,

悦LC 十 又1 一 C ) 几‘Ja i
。

十 叹1 一 C ) L f 犷 少
-

(c 〔〔0
, 1〕

,
i= 1

,
2

,

⋯
,
P)

所以 k ‘(Q (
c ) )关于

c 严 格单调 上 升
.

当 c 一 。时
,
k‘(Q(e ))= o , 当 e = 1 时

,
k‘(Q(c )) =

(t r犷)/衅一 k贯
.

引理 3
.

1 对线性回归模型 (1
.

1 )或(1
.

4)
,

V C〔〔o
, 1 ] , 由Q(c) 准则确定的K 满足

o( k‘《 (t r 犷)/ a ;
.

(蓄一 1 , 2 ,

⋯
,
P )

定理3
.

2 对K 一 d ia g 帅
1 ,
k

: ,
⋯

,
k

,

) ,
令

罗一 {刀
爷(K )一 [ I 。À (X ’X + QK Q , ) 一 ‘] ( I 。À X , X )刀朴

: K > o }

罗 ; 一 {刀, (K ) : o戒k‘《 (七r厂 ) / a ;
.

, i一 1 , 2 , ⋯ , P }

罗 Q ( e ) = {刀釜 (K ) : K ) o , K 依Q( e )准则选取 }

则 ( 1) 罗 Q (e )C 罗 , ,

( 2) V 刀
爷 (K )〔罗 , 必存在尹 (K O )〔罗 Q ( e )使得

M S R (刀肠 (K
。) )《M S E (刀朴 (K ) ) ( 3

.

3 )

△M S R (口爷 (K
。)镇 AM S R (刀朴 (K ) ) ( 3

. 4)

证明 ( 1
.

) 由引理3
.

1即得

(2 ) 记K一 d i a g ( k贫, k全
,
⋯

,
吞言) , k育一 (七r犷 ) / a :

.

( i = 1 , 2 ,

⋯
, P ) ,

则少 (K 爷 ) ( 罗 Q ( e ) ,
且M S E (刀怜 (K 朴 ) ) = m i n M S E (刀朴 (K ) )

刀
朴(K )〔乡

令 罗 关 = {刀(K )〔罗 : o< AM S R (刀劳 (K ) )< △M S R (刀朴 (K 朴 ) ) }

对 V 刀权 K )〔罗
.

( i ) 若刀
爷 (K )〔罗 一 罗气 当A M S R (刀朴 、K 爷 ) )戒八M S R (刀朴 (K ) )时

,

取 K 。= K 价 , 则

M S E (刀, (K 。) ) = MS E (刀, ( K , ) )《MS E (刀朴 (K ) )

△M S R (刀爷 ( K
。) ) = △M S R (刀关 (K 朴 ) )《A M S R (刀怜 (K ) )

.

当AM S R (刀粉 (K ) )二 o 时
,

取 K 。= o , 由 △M S R (刀朴 (K ) ) ~ o 得 K ~ a , 于是

M S E (刀, (K 。) ) = M S E (刀补 ( K ) )

△M S R (刀, (K 。) ) 一 AM S R (刀, (K ) )
.

(11) 若少 (K )〔罗气 因为

△M S R (口, ( K ) )一乙 乙
(” , , + 久‘a ; , )k 奚

名= I J 二 1 以‘+ k‘) “

对 k’连续
,

k ‘( Q ( e ) ) =
c七r厂

〔e + ( 1一
_

e )汽‘〕a ;
.

+ ( 1一 e )七r厂

关于
c 于〔O

,

门上连续“= 1 , 2 ,

⋯
, P )

.

所以 AM S R 叨
补 (K ( Q ( e ) ) ) ]关于 e 于〔o

, 1〕上连续
.

又 △M S R [刀
, (K ( Q(o ) ) )〕= o , AM S R 〔刀

爷 (K ( Q (3) ) )〕= A M S R 〔刀肠 ( K )〕
.

根据连续函数的介值定理
,

必存在 c0 〔(o , 1) 使得
A M S R 〔刀, (K ( Q ( e 。) ) ) ] = 么M S R 〔刀舫 (K )〕

即 K 。= K ( Q ( c 。) )满足 (3
.

4 )式
.

由刀
势 (K 。)的含义

,

有
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c o

M S E 〔刀
斧(K

。

)〕+ (i 一 e 。 )AM S R 〔刀
劳 (K

。

)〕

《
e o

M S E 〔夕
, (K )〕+ (1 一e 。

)AM S R 〔刀
长(尤 )〕

考虑到 △M S R ,
势(K

。

)〕二 AM S R 叨
补(K )〕

由此有 M S E 叨
份(K

。

) )《M SE ,
爷(K ))

因此(3
.

3) 式成立
.

依定理 3
.

2 ,
罗 一 罗 Q( 。中的岭估计是不足取的

,

因为在 罗O(
‘
)由有M S E 和AM S R 都比

它小的刀权尤 )存在
.

虽然当模型 (1
.

功的设计矩阵呈现
“

病态
”

时
,

刀一 v e c( B )的L S 估计将有较大的M S E
,

但它毕竟是刀的最佳线性无偏估计
,

并没有完全失去它的优良性
.

根据
“

病态
”

的不同程度
,

L S估计还有不同程度的参考价值
.

Q (c) 准则通过 c
值在〔0

, 1〕中的选取在一定程度上考虑了
“

病态
”

严重程度的因素
.

利用了这种参考价值
,

在这种意义下
,

对多元广义 岭 估计来说
,

Q (c) 准则优于M S E 准则
.

3
.

关于参数
c 及 K 的确定

( 1) 因为Q(c )准则 中
c
值的大小

,

反映了少 (K )的M S E 和 少 (K )对模型拟 合好坏这

两者的重视程度
,

所以在实用中
,

参数
。
可根据设计矩阵的

“

病态
”

严重程度来确定
.

例如〔1
一

〕

中指出方阵的条件数 c o n d (X
‘

X )-
几m

。 x

兄m i n 直观上度量了 X
,

X 的特征根散布程度
,

所以

可用来判断复共线性是否存在及复共线性的严重智度
.

在实际应用 中
,

若 。< c o n d( X , X )

< 10 0 ,

则认为没有复共线性
,
若 100 《 c o n d (X

,

X )( 1 0 0 0 , 则认为存在中等程度或较强的

复共线性 ; 若 c o n d 了X
,

X )> 1。。。, 则认 为存 在 严 重 的 复 共 线 性
.

于 是 可 取
c 一 ]一

(e o n d (X
,

X ))
一 ’= (元m

。、 一 几m : n )/ 兄m
。 x .

又如
,

可根据最大嫡原理来确定K (Q (。) )
,

即假设
c 服从〔o

, 1〕上的均匀分 布
,

这样一

来
,

我们求得

k‘(Q(e ) )d c

t r 犷

吞一瓜a 吞一 七r V

!
甘

一一
‘

左

〔
‘- 击鲜

.

+ 七r 厂

时一灰
a 吞一 t r犷

‘n

而厂军
、r :
}

(f二 1
,
2

,

⋯
,
P)

( 2 ) 在理论上得到机对未知 参数的依赖关系的函数形式之后
,

为了实际中的应用
,

我

们必须由模型的数据集将未知参数的函数k ‘(a 毛
‘

.

,

V )估计出来
,

简单又 自然的作法是取 龙‘=

k‘(a 羚
,
F哟 , 其中 a黔和 V 釜

分别为衅
.

和犷的无偏估计
,

即

a 产二艺
a杏一七

‘

衍犷
肠 , (a 育

,
为。

,
的L S 估计 )

V 肠 ~ (”一P)
一 ‘
Y

/

「I
”
一 Z (Z

产
Z )

一 ‘
Z
‘

〕卜 (卜P)
一 ‘
Y

‘

〔I
二
一 Z刁

一 ‘

Z, 〕Y
.

我们也可对
a 朴
采用迭代法来求出k ‘, 这种方法是

庵‘, ’二 k ‘((a票
‘, , )

2 ,
犷‘)

,

(a忿
‘”‘, )

“
= 乙 (a澎

‘ , )
2 .

(f= 1 , 2 ,

⋯
,
p , m = 1 , 2 ,

⋯

其中 a , ‘“ , = 〔I。À (且+ 备‘, 一 ‘, ) 一 ‘z ‘

〕v e e (Y ) (。= 1 , 2 ,

⋯ ) ,
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a 肠 (o ) 一 (I 。À 刁一 ‘Z ‘) v e c ( Y ) ,

厂朴二 ( n 一 P ) 一 ‘Y , 〔I
。
一 Z岌一 ’Z ‘

〕Y

当然这还得考虑到迭代收敛性和迭代的技巧
,

至于确定参数
c 、

K 的其它 方法 及各种方

法之间的比较
,

尚有待于进一步探讨
.
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