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圆锥形血管中的振荡发展流动
’

岑人经 秦 禅

(华南理工大 长
,

1 9 9 1年12 月2 7 日收到)

摘 要

本文在小锥度角的假设下
,

研究了圆锥形血管的非定常振荡的发展流动问题
.

导得了 相 应的

速度分布公式
.

分析表明
,

所有收缩的圆锥形血管的流动都是发展流动
,

而且锥度角对 发 展流动

的影响随着条度角的增大而增大
.

关钻饲 锥形血管 发展流动 振荡流动

一」2
.

- )一

一
、

月lJ 舌

关于锥形管道流动问题
, 已有不少学者作过 研 究

,
例 如 B la s iu 。 (1 9 1 0 )

、

e 二e 3 K , 。

(1 9 5 5 )〔‘’
、

O k a (1 9 6 4 )〔
“了、

W ig g e r七和
、

K e i七z e r (1 9 6 7 )t“’、 H a ll(1 9 7 4 )〔
‘’
及 G r o 七b e r g

(1 9 8 3 )〔
“’
等人

.

但所有这些研究
,
大都是针对形成流动 (d e r e lo p e d f lo w ) 情况进行的

,

而从发展流动的情况 (d e r el o Pi n g fl o w ) 出发来研究锥形血管的尚少见到
.

众所周知
,

实际血管是圆锥形的
, 并且 M c D o n al d[

已’
所作的估算及 S c hul tz

〔7 , 的 实 验 都巳证实
,

所有大血管的流动都属于入 口区域的发展流动
.

因此 ,
对哺乳动物血液循环系统而言

,
锥形

血管发展流动问题的研究具有重要意义
.

本文在小锥度角的假定下
,
研究了锥形血管入口 区

域内的不定常振 荡发展流动问题
, 导得了相应的速 度分布公式

.

分析表明
,
所有锥形血管中

的流动都是发展流动
,
也就是说

,

在收缩的 圆锥形管道中 (c o n v e r g in g ta p e re d v e韶 e l)

不存在形成流动
.

由于大血管实际上都是有锥度的
,
所以本文的这一结论既与文献汇6」

、 ’

[ 7J

的估算和实验相一致
, 还在理论上阐明了大血管的血液流动都是发展流动的原因

.

二
、

运动方程与边界条件

假定血液是粘性不可压缩的牛顿流体
, 它在圆锥形血管中作轴对称的层流流动

.

在管道

流动中
,
通常轴向流速远大于径向流速

, 轴向速度沿轴向的变化远小于沿径 向 的 变 化
.

所

以 , 当忽略体积力的影响
, 并采用圆柱坐标系 (x

, : ,

0) 时 ,
可直接由 N a vi er

一8 切k es 方程

粕连续性方程得
[8 」

-

.
周展推荐

。
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式中
,

数
.

犷
:

一犷
:

(: , x , t)
,
厂

,

= 犷
,

(:
, x ,

t)
,

P 一P( x , t )
, p 是血液密度

, , 是 血液运动 粘性系

下面按我们研究 的情况来确定上述方程组

的边界条件
.

设血管是一根足够长的
、

薄壁的
、

圆锥形

的
、

逐渐缩细的直管
, 圆锥管的半顶角 (锥度

角) 口很小
,
如 图1所示

.

据 此可得此 锥 形 血

管的壁面方程为
r 一 R

。一脚

冲冲一一一

(2
.

4 )

再由壁面的不渗透及不滑动 (n o n p o r o u s a n d n o 一s lip ) 的条件得

V
:

1
, = 尸。一月

二
‘

= o
‘

(2
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犷
!

卜一 R0 一伽 = o (2
.
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我们假定血管入 口是喇叭形的
, 入口处的速度是均匀的

,

只随时间作周 期 性 变 化
,

这

样
,

其入口 条件可表示为

犷
:

l
: 一 。
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。

〔
1 +

户
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式 中
夕 U

。

是血管入 口处的特征速度
, P

。

是血管入口 处流体的压力
, 。是振荡圆 频 率

, 奸
,

乙, , g 。,

瓜均为待定常数
.

三
、

运动方程的解

为了求解上述非线性方程组 (2
.

1 )
、

(2
.

2)
、

un9 车邵
,

擎
+ 犷
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一
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,

我们应用文献〔8] 的线化方法
, 即令

(3
.

1 )

则方程组 (2
.

1 )
、
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.
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、
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.

3 )被线化为
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圆锥形血管中的振荡发展流动

由于锥形血管 中的脉动血流是周期性的振荡流动
, 因此可以把它看成是定常流动和振荡

流动的组合
,

在数学上可表述为
〔3 1

犷
二

(r
,
x

,

t) = 犷
二 ,

(r
, % ) + 厂

: 2

(r
,
沉

,

t)
.

(3
.

5 )

犷
,

(r
, x , t ) = V

, 、

(r
, x ) + 犷

, 2

(r , x , t) (3
.

6 )

P(x
, 才) = P

,

(x ) + P
Z

(x
, t) (3

.

7 )

把式 (3
.

5 )
、

(3
.

6 )
、

(3
.

7 )分别代入式 (3
.

2 )
、

(3
.

3
’

)
、

(3
.

4 )和式(2
.

5 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

7 )
、

(2
.

8) 之后并加以 整理便得如下两组线性偏微分方程组
:
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相应的边界条件是
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相应 的边界条件是

厂
二 :
!

, = 刀。一刀x = o

犷
, :

!
, = 尸。一尸

x
= 0

( 3
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1 8 )

( 3
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犷
· 2
}一
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二 U 。
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夕
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, 一 。
= 夕
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E ( g 。e o s ko t + h 。s i n ko t ) ( 3
.

2 1 )

于是锥形血管中发展流动的求解问题便变成对方程组 ( I )
、

( I ) 的求解问题
.

这就是说
,

有锥度角的非等圆截面直管的入口 区域内的血液流动问题可以用两个数学模型来描述
:
一个

是定常流动的数学模型
,
一个是非定常流动的数学模型

.

从数学角度来看
,
这种描述方式和

无锥度角的等圆截面直管中的入口 区域内的血液流动是基本相伺的
,
但是两者的边界条件是

截然不同的
.

也就是说
,
锥度角对血液流动的影响是通过边界条件来体现的

.

应 用 虚 宗 量

B e 日s e l 函数方法
, . ’,

分别对方程组 ( I )和 ( I )求出满足边界条件 ( 3
.

1 1 )、 (3
.

1 4 )和 ( 3
.

1 8 )

、 ( 3
.

21 )的解
,
便可求得 V

二 :
和 厂

二 2 ,

再由式 ( 3
.

5) 便可进一步求得锥形血管入口 区域中血液



的发展流动的轴向速度分布公式为
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式中
,
脚是二阶第一类 B e o sel 函数的根

,
几

,

几
,

J
Z

分 别 是 零 阶
、

一阶
、

二阶 第一类

B e “S e l 函数
, a = R

。
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, R
,

= U
o
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。

/ v是 R e y n o ld s 数
, R e是对

函数取实部的符号
.

显然
,
分别应用式 (3

.

2)
、

(3
.

4) 便可求得径向速度犷
,

和压力p ,
这个问

题我们将在 另一篇文章中叙述
.

‘

四
、

结果的分析与讨论
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这和文献〔8 〕给出的无锥度角的等圆截面直管的速度分布公式是完全一致的
.

( b ) 当取为定常流动情况
, 即当取各物理量和时间 t 无关时

,
式(3

.
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圆锥形血管中的振荡发展流动
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这和文献〔9」给出的锥形血管中定常血流的发展流动速度分布公式是完全一致的
.

( C ) 当取为定常流动状态且忽略锥度角的影响时
, 即在公式 (3

.

2 2) 中取 所有物理量与

时间t无关
,
且令刀~ 0 ,

则有
:

厂
, _ 「

J

产 飞
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式 (4
.

3) 和文献【1。」中的等圆截面直管的定常发展流动的

(d ) A 七a b e k 等人
〔“ , 曾对

一
无锥度的等圆截面直管的发展流

动得出一组实验 曲线
, 对本文公

式 (3
.

2 2) 进行数值计算
夕 结果表

明本文公式当刀= o时的计算曲线

与 A 七ab e k 的实验曲线是相当

吻合的
,
如图2所示

.

犷
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.
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口 必 O 弃验结果

本文曲线

2
.

结果的分析

(a ) 由式(3
.

2 2 )看出
,

趣 / R
。

今 1 ,

即 x 钾 R O/ 刀
,

否则式 (3
.

2 2)

没有意义
,

;
.

那么 x 的取值范围如

_
~
- 二一一‘一 一- L 一- - 一一 ~ 一

二
.

0

图2

。
.

6 0
.

艺 。 。
.

2

轴向速度分布 (x/ R
,

R 。= 。
.

1 1 5
,

a 二 5
,

刀= O
“

何子省自丁着
.

抓 要使锥形管流动有意义
, 必须保持

: > “, 即

二
,

‘弘 ,

叹气、
- 一

或

R
。一加乡。

二

七左
。

爷
_

这表明收缩的圆锥形直管的有效长度是 由该管入口 截面的半径和锥度角两者确定的
,

(4
.

4 )

锥度角

越大
, 。

共有效长度越短
、

一
. 、.

、

一

(b ) 由形成流动的定义可知
,

流体在管道中的流动是形成流动的充要 条件是
.

了U
:

/叙 = o ,

但由式 (3
.

2 2) 看出
,
在任何情况下

.

由于式中都有一项些与二相关 (因 为不存在 刀= o 的情

况 ) , 因此在任何情况下都存在犷
.

/掀午 0
.

这表明在任何情况下
,
在收缩 的圆 锥 形管 中

的发展流动都不可能变成为形成流动
,
或者说

,
所有收缩的圆锥形直管的流动 都 是 发 展流

动、
二二叹

·

一
’

一
「

关于这一结论可作如下的物理解释
:

¹ 收缩的圆锥形管的圆截面积是沿轴向而逐渐减少的
.

由连续性方程知
,
为了保持通

过每个截面的流量相等
, 其沿轴向的每个截面的中心流速必须越来越大

,

因而不存在 。犷
二

/奴
一哒一 情况

.
一
’

扮 一 尸
、

º 由于圆锥形管
,

漏限
长度管 (见式 ( 4

.

4 ) ) ,
而 发展流动所在的入口 区域长度通常

又暑神簿退的
,
这一入甲长度实际上比之 圆锥形管的有效长度还要长

.

所以圆锥形管中的流

动无法
甲

出现形成流动万一几币一
À 式 (4

.

4) 改用无量纲形式 ,
则可表示为

_
一

扣
4

-
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由形成流动与发展流动的关系可知
,
它们同时存在于同一管道的情况是

, 当x / R
ft

R 、 oo 时 ,

发展流动才变为形成流动
.

但是
,
从式(4

.

5) 看到
,
若要使 x / R

o

R
。

。 co ,
则必须存在口、 0,

但此时锥形管就变成无锥度管 (即等圆截面直管 ) 了
.

反过来 说
,
由于 刀牛 。

,
就 不 存 在

x / R
o
R

。

。 oo 的情况 (这时不等式 (4
.

5) 的右端 是一有限值 ) , 这说明在收缩的锥形管中不存在

形成流动
,

也就是说
,

所有收缩的锥形管的流动都是发展流动 !

(c) 关于大血管中的血液流动都是发展流动这一事实曾由M c D o n al d( 1 9 6 4) ‘“’
作出的

一个近 似计算予以确认
.

还由 8 c h ul tz( 均 72 )‘” 对主动脉的血流速度分布进行的实验测量

获得验证
.

但对这一事实产生的原 因却尚未有人论证过
.

鉴于大血管都是有锥度的收缩的圆

管
,

因此
.

木文的上述结果分析
, 可 以认为是对大血管中的血液流动是发展流动的原因所作

出的理论上的论证
.
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