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摘 要

本文利用单裂纹解
,

将裂纹的不连续解分离
,

然后使用常规的调和函数解
,

使带有偏心 裂 纹

或边裂纹的柱体扭转问题
,

归为解一组混合型积分方程
,

这组方程可联合使用奇异积分方程 数 值

法与边界元法进行求解
。

文中对若干典型的裂纹柱体作了数值计算
,

得到了柱体的抗扭刚度 和 裂

纹端点的应力强度因子
。

关铂词 柱体扭转 偏心裂纹 边界裂纹 奇异积分方程 边界元法 应力强度因子

一
、

柱体扭转问题的基本关系

由文献 [ 工〕,

“- 一 a 之夕,

图l中仅 由厂围成的无裂纹柱体截面口中的位移可表为
:

” = a器
, 功 = a 沪(x

, 刀)

(1
.

1)

式中a为柱体单位长度的相对扭转角
, 甲(二

,

妇
一却

为柱体横截面的翘曲函数
.

柱体中的非零应力分量为
:

了 a中
_

、 _
_

_
_ _

了a甲
, _ .

、
了 : 二

= a拼! 云于 一 夕 卜 了 : , = a 并! 云全
一 + 戈 ,一尸、口戈 口

,
2 一 ‘ 口 一厂、 ag

’

一 ,

(1二 2 )

式中拼为剪切弹性模量
.

将(1
.

2) 代入平衡方

程
,
可得切(

二 ,

妇满足以下调和方程

(苏
+

瑟冲
, “’一 “

(下
.

3 )

若假设柱体侧面 自由
,

日甲(劣
, y )

口刀

则甲扭
, , )在厂上满足

= 夕e o s (”
, 劣)一戈 e o s(n

, 夕)

式中
。
为边界厂的外法向

, c o s (n
, 二 )和 c o s (n

,

功为方向余弦
.

至此 ,

一个N e u m a n n 问题
.

(1
.

4 )

问题归结为在二 上求解

柱体的抗扭刚度
.

由下式确定
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“一

器一似
一十 。

2 + !
一

劣
君切

一 刀万牙)
d “d ,

(1
.

5 )

式中M为作用柱端的扭矩
.

二
、

带裂纹柱体扭转的积分方程

为便于推导问题的积分方程
夕
我们首先给出两个基本解

:

a) 单裂纹基本解

扭转情形下
,
单裂纹基本解由文 [ 2 ]给出 :

]
_

rb
,

刀”

切 . (戈
,
扮 )二一 1 a r C 毛a n

- 万下 万, 二了气一, 一了L“ )以双-

一 兀 J a x
一

十 g
一

十 x “
(2

.

1 )

式 中f(
“)为翘曲位错密度函数

,
定义为

:

1 口 _

J (“)“ 一 厄『
一石万

一

L田仁“
‘+ U ) 一叭

“‘一 U ) J (2
.

2 )

故该解答可理解为由裂纹产生的不连续解
, 另外对于内裂纹情形

,
则成立位移单值 条件

:

丁:
f(

· , “一
。

(2
.

3 )

本文还将解决边界裂纹的问题
,

’

此时将提出相应的力学补充条件
.

b ) 调和函数解

由文献〔3〕,
无裂纹时

,

域口中的调和函数可表为
:

, 2

(, 卜
一

兹丁
:

l
叽(口, 。In : , 。 。切:

(Q )

日儿。 d 打。

‘n · , 。

〕
d r (Q )

(2
.

4 )

式中P〔习 , 勺为Q点的外法向
, : , 。为

:

r , 。= 斌丈x
,
一 x 。)

“ + (, ,
二石舀)了

、

(2
.

。)

若令P , 尸〔厂 ,
则可得无裂纹问题的常规边界积分方程

,
对于 N e u m a n n 问题

,
式(2

.

3) 中

的法向导数日甲
:

(O)/ 口n 。是已知的
,
而另一 量甲

:

(Q )则 由边界厂上的条件确定
.

对于带有单根边界裂纹柱体的扭转问题
,
我们可利用上述两个基本解表示柱的翘曲函数

1 f b _ _ _ : _ _ 刀u

叭 x , g ) = 甲 ‘又x , , J十 甲‘、x , , ’= 万J
。 伪 ‘

一

心 “。“反至千飞万不元f
(u )d “

+

封
,

〔
。 (Q ) 卫

黔
日华 : (Q )

日”口

‘n ·, 。

」
d r ‘Q )

(2
.

6 )

式中f(u )为裂纹线上的翘曲位错密度 函数
, 由侧边界自由的条件(1一 4 ) 和裂 纹表面自由的条

件
,
从(2

,

6 )出发
,
我们得到如下的混合型积分方程组

:

工
,

,

K
1 1

〔p
,

Q)、
2

(Q )d r (Q )一
: 2

(Q ) +

汀:
K

I Z

(p
, ·)j(

·)d一 R l(p )
,

I
二K

2 1

(Q
, 。) ,

2

(Q )“r (Q) +

汀:〔
“

全、
+ K

2 2

(“
, 。)
}‘

(·, d一 R
Z

(。)
,

(2
.

7 )

(2
.

8 )

其中的积分核和非齐次项分别为
:
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偏心裂纹与边裂纹柱扭转的应力强度因子

K , ; (P
,

Q) =
(x 。一“p )c o s (”。

, x 〕生晒卫
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(P
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竺互子是土卫叠士些夕丝丝梦趁旦9 ;恤
。 ,

y) 二匹丝
。
士妇卫

。C
丝鱼夕巡)
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“
In r , 。d厂 (Q)

(2
.

1
_

0 )
,

K
Z ; (Q

, “)
一竞

· (二。+ 刀), 。e o s (n 。
, 二 )+ 夕乙亡。。(

n 。 , , ) e o s (n 。
, 夕)

[ (刀+ x 。)
“+ , 乙〕

“ 2 [ (刁+ 二。)
“
+ 刀乙〕} (2

.

1 1 )

K
2 2

(u
, 刁)

1

= ‘二 + 少
一

〔
2 汀 J r

I(二乙+ 二。u 一 , 乙)c 0 8 (。。
, 夕)一 (2‘。+ u )赵卫旦9红竺

。 ,
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[ (二乙+ , 丢+ “。u )

“ + (g 。u )
2

] [ (刁+ 二 。)
’+ 夕乙〕

*
:

(尸 )一 { [ , 。e o s (。。
, 二 )一 二。e o s (。。

, 。)jln : , 。、r (。)

J f

d厂 (Q)

(2
.

12 )

(2
.

1 3 )

。
, 、

1 (
式: L刁) = 一 刀+ 一石二丁 l

‘ J‘ 沙 r

g 。[夕。e 0 s (n 。
, 戈 )一 x o e o s (n 。

, 夕)j

(叮十 x 。)
“
+ 夕乙

d厂 (Q ) (2
.

1
一

4 )

以上积分方程组的求解
,
还需裂纹的一个补充条件

.

若裂纹为内裂纹
, 则此补充条件应取先

前指出的(2
.

3) 方程
,
若裂纹为边裂纹

, 设b端是裂纹在边界的开口端
夕 则此端的应力强度因

子为零
,
故其补充条件取为

:

K
一(b ) = o

·

(2
.

飞5 )

所以
,
对于内裂

「

纹 ,
则应联立求解(2

.

7)
、

(2
.

5) 及 (2
.

3) 方程
,
对于边 界裂纹

, 则应联立求

解(2
.

7)
、

(2
.

5) 和 (2
.

巧 )方程
,
在求得未知函数f(

。)和切
:

(Q )后 ,
再将其回代

, 即得柱体的

扭曲函数甲(x
, 夕) , 因而问题获得解决

.

三
、

抗扭刚度与应力强度 因子

柱的抗扭刚度 D 可按前面给出的(1一 5) 公式计算
,

对于图 1所示的单裂纹柱体
,
由于函数

切(x
,

妇在裂纹L 上间断 ,
因而在使用G re e n 公式后可按 以下公式计算

:

。一。「冬f
二3
、。一 。

3
、二 一

{
* (二

, , )
·

(二、二 + 。: 。)一 {
” (。

2 一 。2

)了(
、)。“ 1

L 口 J r J r J a J

(3
.

1 )

裂纹端点的应力强度 因子则按以下公式计算
〔2 ’:

K I (a ) = a 拼 lim 斌厄丈于而) f(
r )

r砷a +

K I

(b) 一叩坪
斌致‘万于犷j(

r )

(3
.

2 )

(3
.

3)

四
、

数 值 例 子

积分方程组(2
.

7 )
、

(2
.

8 )
、

(2
.

3 )或 (2
.

7 )
、

(2
.

8 )
、

(2
.

1 5 )与文 [ 4 ]中给出的完全类似
-

因而可使用该文介绍的联合使用奇异积分方程数值 法与边界元法进行求解
.

由于篇幅的限制
,

这里不再作这方面的介绍
.

下 面给出本文获得的若干典型例子的数值结果
,
中心裂纹的结果

已由文〔5」给出
.
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例 1 偏心裂纹与边裂纹矩形柱的扭转

柱的几何形状及有关的参数见图2(a )所示
.

记柱的无量纲抗扭刚度为

丁
b
。

b a

O

门

卜
。 o

十
久
州

(a )

b0‘--L刹司

(b )

图 2

(
e
)

D , ~ D / (1 6a 了b
。

)

裂纹端点
a和b的无量纲应力强度 因子为

K 忿(a )二 }K , (a ) ! / (a 拼D , b
。

斌万) , K 扩(b) = JK , (b ) }/ (a 拼D ‘b
。

斌 。 )

其中
。二 (b 一 。)/ 2 为裂纹半长

.

数值计算分为偏心裂纹和边界裂纹两种情形
,
前者为裂纹中

心不在原点的内裂纹
,
而后者则是裂纹端点b正好与边界接触

.

以上两种情形的数值结果分

别列于表 1和表2 :
、

表2 边界裂纹无级纲D ‘

和K盆(a) 随b0 / 甸

衰 1 偏心裂级无份纲D 气 K 盆(
。
)和K 益(b )随

b 。/ a 。的变化 (d / a
。= 0

.

2
, e

/ 。
。= 0

.

5
,

d = (b + a )/ 2 )

及
a

/ a
。

的变化(K盆(b )二 o )

b。/
a 。

D ‘

K节(
a
)

K : (b)

1
.

0
‘

1
.

5

0
.

1 3 82

1
.

0345

2
.

9166

。
·

19 2 4
⋯。

·

2 2 5 4

0
.

73 5 3 } 0
·

5 4 5 9

1
·

9 96 6 {i
·

4 63 2

0
.

2 4 6 5

0
.

42 4 7

, 一
“ 刊”

试
一

’

{
’

一 !
’

一不一下一{ 0
.

1 { 0
,

2 0
.

3 } 0 4
“

吧
-

一
一{ 一卜一

}

一⋯一
r

1
.

0 口补

}
0

·

1 026 }0
·

1 0 79 {0
·

1 1 3 5 }0
·

1 1 9 3

一⋯
一嵘(

a
,

一

{呈四吧旦型 {
一

夕二彬
‘

⋯
一

5几,竺
,

.

5 ⋯ D 井

}0
·

1 7 76 ro
·

1 816 10
·

1 85 8 }0
·

1 9 02

_ 匕兰丝扁{竺竺二竺⋯望竺
~

止缨
例2 偏心裂纹与边裂纹三 角形柱的扭转

柱的几何形状及有关的参数见 图2 (b )
.

记柱的无量纲 抗扭刚度为

D 怜 = D / R
4

裂纹端点
a和b的无量纲应力强度因子为

K 言(
a )二 }K

, (a ) }/ (
a 拜D , R 刚万) , K 盆(b )二 !K , (6 ) }/ (

a拼D , R 材 e )

数值计算与上例相同
,
分偏心裂纹和边裂纹两种情形

.

无量纲抗扭刚度和应力强度因子随无

表3 偏心裂故无 , 纲D 气 K益(。 )和K盆(b )随 量纲裂纹半长 c/ R 的变化分别列于表 3和表4 :

c

/R 的变化(d / R 二了 3
一

/ 4
,

等边三角形 ) 表4 边界裂纹无t 纲D 扮

和K 盆(6 )随c/ R 的变
- -

一c/ *
’

”
’ l.

飞:i’’
’

一袱
” ’l.

,’6 万
一

化 (K粼。 )一 。
, 。

、
,

等边三角形)

K 盆(
a
)

K 盆(b)

0
.

02 1 4

2
.

48 7 9

5
.

5 494

0
.

01 9 3

3
.

64 5 2

6
.

82 98

0
.

0 12 2

4
.

02 5 0

1 1
.

5 7 6 5

~ ~ ~ , 一. . . . . .

一

竺一一⋯少子一⋯
0

·

2。

{
。

·

2 5

K 益(b)

0
.

02 0 0

{工2
·

6 453

0
.

013 8

13
.

4 807

0
.

004 5

28
.

9 380

例3 偏心裂纹与边裂纹扇形柱的扭转

柱的几何形状及有关的参数见图2 (c )
.

柱的无量纲抗扭刚度

D , = D / (R
4

)
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裂纹端点
a 和 b的无量纲应力强度因子

K 者(a ) = 】K
, (a ) }八

a尸D , R 澎
一

e )
,

K 资(b )二 】K , (b ) !/ (a 拼D ‘R 汀万 )

它们随参考角口及无量纲裂纹长c/ R 的变化分别列于表 5和表 6
.

裹5 偏心裂故无t 纲D
‘ ,

K 盆(a )和K竺(b ) 随 表6 边界裂纹无盆纲D
签

及K 叙。 )随c/ R 的变

刀角的变化 (
e

/ R = 0
.

2
,

d / R = 0
.

5 ) 化 (月= 0
.

1 兀
,

K 盆(b )= 0 )

脚
二

} 。
.

2 { 。
.

4 刀 6 0
.

8

D 芳

K盆(
a
)
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吞)
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7
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、
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·
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~

1
·
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·
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⋯
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任
·
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例4 边裂纹在十字形柱的扭转

柱的几何形状及有关的参数见图 3
.

记柱的无量纲抗扭

刚度为 D 爷 = D / (二侧 / 2)

裂纹端点
。的无量纲应力强度 因子为

K 岔(a )= {K . (a ) ! / (a “D
, R 斌 c )

它们与参数a /b 和r/ R 的变化列于表 7
. , . . ‘沪

困 3

,

表7 边界裂纹D
补

和K 叙a) 随参教a/ b
,

r/ R 的变化(b = R 一 r )

-

一
_

_
_ a
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}
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{
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⋯
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a
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a
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刀
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U s in g th e s i n g le e r a e k s o lu t io n a n d th e r e g u la r s o lu t i
o n o f h a r m o n ie fu n e t io n ,

th e t o r s io n p r o b le m o f a e r a e k e d
e y li n d e r 1 5 r e d u e e d t o s o lv in g a s e t o f m i x e d -

t y p e in t e g r a l e q u a t io n s w h ie h o a n b o so lv e d by e o m b in i n g th e n u m e r ie a l m e th o d

o f s in g u la r i n t e g r a l e q u a t i o n w ith th e b o 认 n d a r y e le m e n t m e th o d
.

S o v e r a
l n u m e r ie a l

e x a m p le s a r e c a lc u la.t e d a n d th e s t r e s s in t e ” s ity fa c t o r s a r e o b ta in e d
.

Ke y w o rds t o r s io n o f e r a c k e d ey li n d o r , s in g u la r ill t e g r a l e q u a t io n s ,

b o u n d a r y

e le m e n t m e th o d
, s t r e s s i n t e n s it y fa e to r


