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摘 要

本文利用李雅普诺夫第二方法川给出了至少有一个特征根具有正实部的四阶变系数线性 微 分

方程解的不稳定性的充分条件
.

关. 饲 常徽分方程 运动稳定性理论 变系数线性微分方程

_ 已 ! 色
户

、 J . 「习

考虑方程

穿
+ , (才)

你
+ 。(, )

令
,

。
, 、

d 劣
十 七 L月 一几

以才

+ D (t )x 二 0 (1
.

! )

其 中A (t)
,

B (t)
,

C (r)
,

D (t)是 r 的实连续函数
.

设等价系统为
:

、...、了..声
义一一

dx一价劣一一
2�dx

�

dtd 为

J了
一 二 x , ,

d x’
d 才

( 1
.

2 )

二 一 D ( t )劣
, 一 C ( t ) x :

一 B ( t )劣
3 一A ( t )戈

4

并设特征方程

! 一几

一凡

0 0

1
.

0

0

一D (r)

0

一C ( t )

一 几 1
_

一B (才) 一 A ( t ) 一几

且口

兄
4 + A ( t )凡s + B ( r)几

2 + C ( r)之+ D (兄) 二 o

的根几‘( t ) (‘= 1 , 2 , 3 ,

4) 中至少有一个具有正实部
.

‘ ’

由子A (t )
,

B (约
, C (t )

,
刀 ( t) 是 , 的实连续函数

,

( 1
.

3 )

因此如果特征方程 (l
.

3) 有复根
, 必

‘

张石生推荐
.

贵州省科学技术基金资助课题
.

4 5 5



45 6 卢 德

共珑成对
.

由根与系数的关系知
:

{
·

廖 宗 磺

{
记

一 A (*) = 几
,

(矛) + 几2 (才)+ 几
3

(t) + 人‘(t)

B (矛)= 元
:

(t)几
:

(t )+ 几
;

(*)几
3

(t) + 几、(t )几
‘

(t) + 几: (t)几
3

(t)+ t :

(才)汽。(t) + 之
3

(亡)几
‘

(公)

一 C (t) = 之: (t)几
:

(r)几
:

(t)+ 几
2

(r)几
3

(t )几‘(t )+ 几3 (t)几‘(t )几: (t) + 几
‘

(t)几
:

(* )几
:

(t )

D (t) = 凡
:

(r)几
:

(*)又
s

(才)之
‘

(* )

(1
.

4 )

八(云) = A (*)B (才)C (才)D (才) 一C
Z

(才)D (矛)一A Z(t)D
Z

(才) (2
.

5 )

将 (1
.

4) 式代入 (1 5) 式
, 整理得

A (t ) = 几
,

(t)几
2

(t)兄
。

(t)几
‘

(t)〔凡; (t)+ 几
2

(t) ] [几
,

(t) + 几
3

(t )〕〔凡
;

(t)+ 几
‘

(t)〕
·

〔凡
2

(t) + 几
3

(t)」「几
2

(t )+ 礼(t)」[几
3

(t) + 凡
‘

(t)〕 (1
.

6 )

根据巴尔 巴欣公式
〔“’
取

犷(矛; 戈 , , x : , 戈 3 , 二‘) = 厂 , ,

(f)戈{ + 2犷
1 2 (才)二 : 戈 2 + 2犷

, 3 (才)x
:戈 3

+ 2犷
: ‘

(t)x : 戈‘

+ 犷
。:

(t)劣委+ 2厂
: 3

(r )劣
Zx 。+ 2犷

: ‘

(t)x
Zx ‘+ 厂

3 。

(r)%互+ 2 V
3 .

(t)x
3 x ‘

+ 厂
4 ‘(亡)% 二

(1
.

7 )

其 中

犷
, ,

(*) == 一 A B C
Z + C

3 + A
Z
CD 一 A B

Z
D + B CD 一A B D

Z + C刀 2 + A D
Z
一 A D , 一C刀

3

U , 2

(t)二 一 A B
Z
C十 B C

Z
一 A

Z
D

Z + A CD 一A CD
,
一C “D “

犷
; 3

(t )= 一 A
Z
B C + A C

Z + A
3

D 一 CD Z + CD 一B CD
Z 一 A B D 一 A D 么+ A D

3

犷
, ‘

(t)二 一 A B C + C么+ A
Z
D

V
Z : 厂t) - 一 A B

3 + B
Z

C + ZA B D 一 A B
Z

D + B CD 一 A
Z
CD + A D

Z一刁C
Z

D 一 C SD

一CD 十 CD Z 一A B D
Z 一 A

3
D 一 A D

3

V
Z 。

(r) = A B C 一 C ZD 一B C
Z
D 一 A

Z
B Z 一 A

Z
B D 一 A

Z
D

Z

(1
.

8 )

犷
: ‘

(t) = 一A B
Z + B C一 AB D + C D 一 A D

Z + A D 一 C D Z

厂
3 3

(t )= 一 A
3
B 一 A

3
D 一 CD + CD

Z 一A C
Z
D + A D

Z 一月D + A B D
Z 一 A ZCD

+ A
Z

C一 B CD 一 B
Z
CD

厂。‘(t)二 一 A
Z
B 一 A

Z
D 一 A CL)+ A C 一 C ZD

犷
一‘

(t)二 一 BCD + A D
么一 A B 一 A D 一CD + C

这里A
,

B
,

C
,

D 均为的实连续函数
.

而函数犷(t ; x ; , x 。 , x 3 , x ‘)对于时间 t 的由扰动运动方程 (1
.

2) 构成的全导数

华
一“

卫,

(, )X : + 2“
1 2

(才)X IX Z
+ 2“

1 3

(才)X lx 3 + 2“
1 4
、‘, X IX 4 + “2 2 (‘, X ,

+ 2亡
: 。

(r)x
Zx 3 + 2价

2‘

(t)x : x ‘+ 广
3 3

(r )x ; + 2广。
‘

(才)x
3

凡 + 夕“(t)x 乏

十 2
d x :

厂 1 2 Lt )劣 l一 厅
-

a 不

+ 厂
1 2

(‘,
(争

2 + 一

令)
+ 犷

! 3

(, )
(箫

‘
+ · ;

争)

、 :
, ‘

(, )
(争

·‘+ 一

奈
+ : z4(t )

(争
X ‘十 、

争

)
+ 犷

2 2

(‘,一

鲁
+ 犷么3 (, )

(豁
9 + 一

奈)

)
+ 厂

3 9

(‘)X
3

货
-



关于四阶变系数线性微分方程解的不稳定性 4 5 7

+ 犷。‘(, )
(

d肠 d x ‘

二

云了x4 十 xs 二
才今

_

、
d t ,

+ 犷
‘毛

(‘)x
‘

奈〕
= 夕

, ; (r)x }+ 2亡
, :

(r)x
; x Z + 2价: :

(r)x : x 。+ 2夕
, ‘

(t)x
; x ‘牛 夕

2 2

(t )x {

+ 2夕
, ,

(: )x
: x 3 + 2护

2 ,

(t)x Z x 4 + 护
3 3

(r)x 爹+ 2广
: 4

(t)x o x ‘

+ 色
‘

(t) 对 十 ZA (t) (x f+ x 里+ x ; 十 二三)

下面我们只讨论A (t) 铸 。的情形
.

(1
.

9 )

二
、

特征方程有四个具有正实部的根

定理 1 如果方程 (1
.

1 )满足下列条件
:

1
.

A (t)
,

B (t )
,

C (f)
,

D (t)在 t o

( t‘ + ,
_

卜可 微有界 (其 中t。足够大 ) , 即存在一个

正常数M > o ,
使得

!A (川 《M
,

IB (t) }( M
,

!C (t) l《M
,

ID (川《M

2
.

特征方程(1
.

3 )的根均具有正实部
, 即R e (兄‘(才))> J> o (f= 1 , 2 , 3 ,

,

至)对所有的r> t。

都成立
, 其中d是与t无关的一个正常数

,

幻注a X

t0 〔 t < +
一
。

JB (t)

d t

d C (r)

d t

}d D (r) I) /
_

, l一 丁I
一

! 广久
、

艺

l “ ‘ {少

其 中

二 】n ln

to 乏 一t < + , {
刀}A(t) !

6 忿M
S + 4 2M

2 + SM

叮!
3 6M

2

八(
十 1

t) }
‘

6M + 1}
刀是一个常数

,
且 0 < 刁< 2 ,

则方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

证 由条件 2 ,
设

之
‘

(t)> d > 0 (i二 1 ,
2

, 3 , 4 )或之
‘(t )> 占> o〔落= 1 , 2 )

,

R e (几
‘

(t、)》d > o (公二 3 , 4 )

或R e以
‘

(r ))》占> o (‘= 飞 , 2 , 3 , 4 )
,

于是 由(1
.

4 )式有

一 A (t) = [几
,

(t) + 几
2

(t )〕+ 〔几
。

(t) + 几
‘
(才)〕> 4 d

B (t) = 几
:

(才)凡
:

(t )+ [几; (t) + 又
2

(t) ] [几
3

(t) + 几
;

(t )〕+ 几
3

(r)几
‘

(t)> 6 d
2

一 C (t)一 几
,

(r)之
2

(了)[几
。

(才)+ 又
4

(r)l+ 〔几
: 叱t )+ 汽

2

(r )」几
3

(t )几
;

(t)》 4 6
3

D (t)二 [久
,

(一)几
2

(r)〕〔几
3

(才)几
‘

(i)〕》占
4

由(1
.

6 )式有

八(t) = [几
:

(t)几
2

(t)」[几
。

(t)之
‘

(t)] [之
,

(t)牛几
:

(t)〕[ (几
;

(t) + 几
。

(t
:

)
·

(几
;

(r) + 几
‘

(r) )(几
2

(t) + 几
:

(t) )(几
2

(t) + 又
4

(t) )」〔元
3

(t )+ 几
‘

(t )〕》 6 4 d
‘“

根据公式(1
.

7) 取

厂(t , x l ,

朴
, x 3 ,

从 ) = 厂
l ;

(t )x l+ 2犷
: 2

(矛)x
l x : + 2犷

, 。

(r)x
; x 3 + 2厂

, ;
(t)x

; x ‘ + y
Z :

(t )x 璧

+ 2厂
2 3

(t )x
: x 。+ 2厂

2 ‘

(t )x Zx ‘未厂
3 3

(t)x ; + 2厂
。‘

(t )x
3 x ‘+ V

4 、

(t)x 乏

一通B + C 二 〔几
,

(t) + 兄
2

(t) + 几
。

(t、+ 几
。(

_

才)〕[之
,

(r)几
:

(f ) + 几
,

(艺)几
。

(r)+ 几
,

(t )之
。

(t)

+ 几
, 、t)几

。

(才) + 几
2

(r)几
4

(t) + 几
。

(t)几
‘

(t月 , [几: (才)几
2

(t)几
3

(t )+ 凡
2

(t)几
3

(t)几
‘

(t )

+ 几3 (矛)几
.

(r)几: (* )牛几
‘

(t)几
,

(t)几
2

(t )〕

= [几: (t) + 几
;

(t)] 〔凡
,

(t) + 凡
2

(t)〕
“ + [几; (才) + 人

:

(t)〕〔几
。

(t) + 几‘(t )〕
“

+ 几; (t) : (t)[t
: (t) + 人

2

(t)〕+ 几
3

(t)久
‘

(才) [几3 (* )+ 凡‘(t )] > Zo d 3



宗
一

一

廖
一一

渊一
一一

德一4 5 8 卢

又巳知 一 A (t)> 4占
, 一 C (t)》 4 d

s ,

D (t)》6
4 ,
△(t)》 6 4己

‘o ,

己> o

:’ 犷。‘(*)二 一 B CD + A D
Z 一 A B 一 A D 一 CD + C

_ 么(t)
.

C
Z
D

~ 一
~

.

几尸
,

甲
-

一
万

一 刁 一
J 任

十 (一 A B 十 C)一 (刁 十 C)D > o

当x4 铸 0时
, 犷(t ; 0

, 0 , 0 , x ‘)= 厂
4 ‘

(t、x 士> o (*》 t。)

所以函数犷(t , x : , x Z , x 3 , x ‘

)在任意小的
x ‘值和任意大的 t(t > t。)值时

,
可以取正的值

.

其次证明函数犷(t ; x , , x Z , x 3 , x ;

)对于时间 t 的由扰动运动方程 (1
.

2) 构成的全导数d厂 / dt

在t0 《 t< + OO 内是正定的函数
.

事实上
,
由气1

.

9) 式有

d 犷 *
, 、 。

.

_ *
, 、

.

_

*
, 、

.

_

*
, 、

.

、
、 。

.

_ *
一

丽
一

= F ‘, 弋t ) x 艾+ 艺F , 2仁t)年
‘x “+ z 厂 ‘3Lt )x ‘x ‘+ z f , ‘仁t )x ‘x ‘+ F Z , 又t )x ; + z F , 3 L才, x , x ”

+ 2夕2‘(t)x
Zx ‘+ 护

。3

(t)x ; + 2夕
3‘

(t)x
3 x ‘ + 夕

4‘

(t)x 二+ ZA(t、‘x 更+ x 里+ x ; + x : )

》 ZA (t) (x : + 二孟+ x 李+ : 二)一 [ }广
, : (t ) !x 呈+ j护: : (t ) !(

x 全+ x 圣) + I价
: 3

(t) ! (
x f+ x ; )

+ I夕
, ‘

(t) l(x 全+ x 孟) + }夕
2 :

(f) }x 孟+ l护
2 3

(才) }(
x 盆+ x 兰) + j广

2‘

(才) , (x 里+ 戈二)

+ }夕
。3

(t ) }劣卜 }亡3 ‘(t) }(
x 置+ x 聋) + I亡“(r、}x :〕

= 2 八(t)弋x 圣+ x 里+ x 委+ x 三)一 〔(}夕
, , (分) ! + }亡

; :

(才) }+ !夕
; 3

(t ) }+ }犷
、‘(t) 1、x {

+ (}广
, :

(才) }+ }广
2 :

(r) ! + l亡
2 : (t) }+ l护

, ‘

(t ) {)
x 圣+ (}夕

、。

(川 + !广
: 3

(t ) l

+ j广
3 3

(r) l+ !广
3‘(r) l)x ; + (I夕

, ‘

(t ) }+ j护
: ‘
仁t )J+ l护。

‘

(t) {+ }广“ (t )I)x 二〕

) 2 △(t )(x {+ x : + x 互+ x 二)一 。 [ (}A l
“ + 3 {D }

“+ 】A l
“

!B }+ 2 }A }
“

}C }+ 6 】A }
2

}D }

+ 2 }A l!B 12 + }A 日C 1
2 + 10 1A JjD }“+ 6 1月} }B !C }+ 4 !A 川 B i}D i

+ 4 !A }】C }】D {+ }B {
艺

}C l+ }B 】
2

!D l+ 】B } }C !
2 + 2 }B ! ID 】

艺 + 2 {B 】}C }ID }

+ 2 IC }“}D }+ 7 !C 日D !
“+ !A }

“+ 5 {C }
“
+ 4 }D }

2 + 2 }A 日B !+ 4 !A IIC }

+ 8 IA } }D l+ 4 }B l!C }+ 2 }B }!D l+ 6 !C ! 1D l+ 3 }C !+ }D l)x 犷

+ (!A !
“+ IB }“+ IC J“+ }D !”+ 3 lA I

, IB !+ }只 1
2

}C }+ 9 !A i
Z

ID }+ 7 ,A lIB }
2

+ }A 】}C 1
2 + 9 }A }!D {

“+ 2 JA 11B I}C l+ 6 !川 iB 】}D !+ 6 IA }IC 】!D ! + !B !
2

}C }

+ IB 1
2

}D I+ IB IIC I
Z + }B iID ,

2 + Z IB I}C IID I+ 7 }C !
Z

fD I+ 3 lC IID 1
2

+ 2 }B ! 2 + 2 !C !
2 + 4 ID }

2 + 6 {A 日B }+ 2 iA ! }C ! + 8 }A 日D , + 6 }B } }C }

+ 4 !B } }D !+ 8 }C }}D }+ }A !+ }B }+ 3 }C l+ 3 }D })x 委+ (3 !A }
s + }D }“

+ 7 IA }
“

}B I+ 2 {A 1
2

}C j+ 10 {A }么jD I+ 2 {A I}B 1
2 + 1A I}C }“+ 6 IA 日D I“

+ 2 }A I}B l}C {+ 4 1刃 , !B 日D }+ 4 IA 日C ! }D }+ 1B l
“

.C I+ 1B j
“
}D , + 1B I!C }

2

+ 2 !B I}D {“+ 6 }B 日C 川D l+ 2 ,C !
2

1D I+ }C l}D I
, + 3 }A }

2 + 3 }C 1
2
+ 4 , D , 2

+ 4 1A t!B ! + 6 !A lIC !+ 8 }A 日D }+ 2 !B jIC I+ Z IB llD }+ 1 0 ,C 日D I+ Z IA I

+ 3 }C }+ 3 ID !)x 聋+ t 3 }A }
“+ }B }

2 + }C }
“ + 3 ID }

“+ 6 IA }IB }+ 2】A l!C }

2 0 !A 日D l+ 2 }B { !C }+ 2 }B l}D !+ 6 !C ! 4D }+ 4 }A }+ 2 }B ! + 6 }C }+ 4 ID }+ i )x 乏]

》 2么(t )(x 孟+ x ; + x ; + x 二)一 。[ (5 6M
3 + 3 6M

2
+ 4M )x { + (6 4M

s + 4 2M
2 + SM )x 受

+ (5 6M
3 + 4 2M

2
+ SM )x ; + (3 6M

2
+ 16M + 1 )x 乏]

) Z A(t)(x 全+ x 璧+ x 璧+ x 二)一 。 [ (6 4M
3 + 4 2M

2
+ SM )x 全+ (6 4M

8 + 4 2M
2
+ SM )x 呈

+ (6 4M
3
+ 4 2 M

2 + SM )x 雪+ (3 6M
2 + 1 6M + 1 )二二]

> 2八(t )(x l+ x 委+
x
互+

x
二)一 [专}么(才) !

x
{ + 亏IA (才)x

委+ 专}A (t) }x 互+ 叮!A (t) !x 二]



关于四阶变系数线性微分方程解的不稳定性 4亏g

= (2 一 , )△(t) (x l+ x ; + x 里+ x ; )> 6 4 (2 一叮)d
‘。

(x 全+
x ; + x 璧+ x 乏)

所 以d 厂/ dt 是正定的
.

由条件 1容易证 明厂(t ; x , , x : , x 3 ,

人)具有无穷小上界
.

根据非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理
汇“’,

可知方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

三
、

特征方程有三个具有正实部的根

定理 2 在方程 (1
.

1) 中设

1
.

月(t)
,

B (t)
,

C (r)
,

D (t)在 t。( t< + co 上可 微有界 (其中 r。 足够大) 即存在一个

正常数M > o ,
使得

}A (t ) }( M
,

!B (t) !《M
,

}C (t) {《M
,

ID (t) i《M

2
.

特征方程 (1
.

3 )的根几
,

(才)
,
几

2

(t)
,
几

3

(t )
,
几

4

(t )满足

一 d 4 < 几
;

(t)< 一占。
,

d
,

< 久
:

(t、< d Z ,
占

6

< 几
3

(t)《几
‘

(t)

其中占
‘

(i = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )是与 t 无关的正常数
,
且 o< 占

,

< 占
,

< 6
。

< d
‘

< d
。,

3
.

一B (才)C (t)D (t) + A (* )D Z(一)一 A (t)B (*)一 A (t )D (t)一 C (t)D (才)+ C (t) ) o对所有

的t》t。都成立 ,

忍哎

、l宁」m a x

干
t0 ( t < 十 民

、

d A (t)

d t

{些Q少
_

】
_

1匹丝) i
_

1 d t }
’

1 d t l
’

d D (才)

d t

其中

= r n l n

to若 t < + 助{
刁 }么(t) }

万4万
“

千飞忍M叮葱对
’

刀}△(t) }
一百后血么干16对干1 }

刀是一个常数
,
且。< , < 2.

则方程 (]一 1) 的零解不稳定
.

证 由条件 2有
几

:

(t)几
:

(才)几
3

(t)几
‘

(t )= 一 1凡
,

(t)】}几
2

(才) I}凡
。

(才) 11几
‘(t ) 1< 一 d

s
d ;占

6
d

5
= 一占

,

d sd呈< o一
’

几; (r) + 几
:

(矛)< 一占3 + d
Z = 一 (乙

。一 d
Z

)< o ,
几, (t) + 几。(t) ) 一占

‘ + d
。
= d。一 d‘> o -

凡
1

(t) + 几
‘

(t) > 一 d
4 + d

。
= d

。
一占

‘

> o ,
元

2

(t) + 几
。

(t)> d
,
+ d

。

> o ,
’

几
2
(t) + 几

4

(t)> d , + 占
6

> 0 ,
只

3

(t) + 元4 (才)> d
。+ 占

6
~ 2占

5

> o

所以

△(t) = i几
:

(才)几
:

(* )几。(t)凡
‘

(t川 久
:

(才) + 几
:

(矛川 兄
;

(t )+ 几
3

(t川 几
,

(r) + 几
‘

(t) l
·

}之
2

(*) + 几: (*川 几
2

(t )+ 凡(t川 几
3

(才) + 几
‘

(t) 1

> j
;
d

3
占呈(占

。一占2 )(占
。一 d

‘

)(占
。一占

‘

)(d
, + d

s

) (占
, + 占

。

)(2占
。

)

= Zd , d
3
d遭(d

: 一 d
Z

)(d
。一 d

‘

)
“

(d
, + d

。

)
“

> 0

根据公式(1
.

7) 取

犷(t ; x , , x : , x 3 , x 、)= 犷
; ,

(t)x 圣+ 2犷
; 2

(t)x , x : + 2厂
1 3 (t )x

, x 3
+ 2厂

, ‘

(亡)x
; x -

+ 犷
2 2

(才)x 至+ 2犷2 3

(t )x
: x 3 + 2犷

2 ‘

(t )x
: x 4 + 犷

。。

(t )x ; + 2犷
3‘

(t)x 3 x ‘+ 犷
4 ‘(t )x 三

根据条件 1容易证朋犷(t , x , , x : , x 3 , x 4

)具有无穷小上界
.

再根据条件3 ,
显然可知当x’手 。

时

犷(r ; 0 , 0 , 0 , x ‘) = 犷
4 4

(t)x 二> o (t> 才
。

)

所以函数U (‘声
, , ‘ : , x 。 , x ‘

)在任意小的从值和任意大 的 《‘) t。)值时
, 可以取正的值

.
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现在再考察d V / dt
,

类似定理 1有

“犷》
2拭 , )( 二 : +x ; + 、 : 十 二 ; )一。A( , )( 二圣十 、

、

; + 二 ; 十 二”
a 不

= (2 一 粉)△(t) (x 登+ x 孟+ x ; + x ; )

> 2(2 一 刃)d
,
d

3
d里(d

3一 d
Z

)(d
。一 d

‘

)
“

(d
, + d

s

)
2

(x r+ x ; + x 互+ x 二)

所以 d F / dt 是正定的
.

根据非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理
〔“1 ,

一

可知方程 (1
.

功的零解不稳定
.

定理3 对于方程 (1
.

1) 设

l. A (t )
,

B (t ) , C (约
,

D (t) 在t。簇 t< + co 上可 微有界 (其中 t。足够大 ) 即存 在一个

证常数M > o , 使得

IA (t ) J簇M
,

jB (公) {簇M
,

}C (才) {簇M
,

!D (t) j簇M

2
.

特征方程 (1
.

3 )的根几
,

(t )
,
凡

:

(才)
,

凡
3

(云)
,
几
‘

(t )满足

一 d
Z

< 凡
,

(t)< 一 d l ,
占

3

< 凡
2

(t)( 几
3

(t)《凡
4

(亡)

其中d‘(‘= 1 , 2 , 3 )是与 t 无关的正常数
,
且 0 < d

:

< d
Z

< 6
3 ,

3
.

一 B (t)C (才)D 交t) + A (才)D
Z

(t )一A (t )B (t )一 A (才)D (才) 一C (才)D (才)+ C (t)< 0 对所有

的才> t0 都成立 ,

巴哎
、‘J

In a X

t0 芝 t < 十 二

d B (t )

d t

{卫g 皿
1 d t

d D (t)

d t

r心L

其 中

= In l n

如〔 t < + 二
{

叮{A (t ) }
6 4M

s + 4 2M
2 + SM

刁}A(t ) 1
3 6M

2 + 1 6M + 1}
, 是一个常数

,
且 0 < 刀< 2,

则方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

证 由条件2 ,
有

凡
,

(t)几
2

(才)几3 (才)几
‘

(t) = 一 {只
,

(才)日之
2

(t) 1 }几
。

(t) 1}几
‘

(才) }< 一占, d
3
d
。
= 一占: d ; < o ,

凡, (t) + 几
2

(t )> 一 d : + 占。一占
3
一 d

Z

> o ,
几

,

(t) + 几
3

(t )> 一 d
Z + d。= 占。一 d

:

) o
-

几: (艺) + 几
‘

(才)> 一 d
: + 占

:
= d

。一占
2

> 0 ,
几

2

(t) + 凡。(才)> d。+ 占
。
= 2 d

3

> 0
,

几2 (r) + 几
‘

(t)> d
3 + d。= 2 d

3

> 0 ,
几
。

(t )+ 几4 (t)> d 。+ d 3 = Zd
:

> 0
.

所 以

A (t)二 一 }几
: (矛)元

。

(* )几
3

(t)几‘(t ) }}几
: (t) + 几

2

(t)日凡
,

(t) + 兄
。

(*)日凡; (* )

+ 几
:

(才川 几
:

(t )+ 几
3

(t川 几
2

(t )+ 几
‘

(t川几
。

(t) + 几
‘

(t ) 1

< 一 d 工d ; (d
。一 d

Z

) (j3 一 d
Z

)(d
。一 d

:

)(Zd
,

)(2 d
3

)(Zj
。

)

= 一 sd
,
d ; (d

3 一 d
Z

)
“

< o

根据公式 (1
.

7) 取

犷(t ; x , , x Z , x 3 , x ‘) = 厂
, 1 (才)x }+ 2犷

, 2

(才)x
, x Z + 2厂

, 3

(t)x
, x 3

+ 2犷: ‘(才)x , x ‘
+ 犷

2 : (*)x 盆

+ 2犷
2 3

(才)x
: x 3 + 2犷

2‘

(t )x
: x ‘+ F

3。

(t)x 雪+ ZV
。‘

(亡) x sx ‘
+ 犷“(t)x 二

根据条件 1容易证明犷(才; x , , x : , x 。 , x ‘)具有无穷小上界
.

再根据条件3 ,
显然可知当x ‘护。

时
犷(t , 0 , o , 0 , x 一) = 犷

‘一(t)x 二< 0 (t》才
。

)
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所以函数犷(才挤
盈 ,

介 x 。, x ‘)在任意小的
x .值和任意大的城t> t。)值时

夕
可以取负的值

.

其次证明函数犷(t , x l , x : , 戈3 ,

礼)对于时间 t 的由扰动运动方程 (1
.

2) 构成的全导数J V /d t

在t。簇 t< + OO 内是负定的函数
.

事实上
,
由 (1

.

9) 式有

华
一护

; ;

(, )X : + 2“1 2 (, )X IX Z + 2“1吕(, )X IX 。+ 2“卫4 (‘)X
l

二 + “
2 2

(‘)· , + 2“
2 3

(才)X ZX 3

+ z护
: ;

(, )x
: x ‘+ 亡

3 3

(, )x 璧+ 2亡
3 , (, )x

3

介 + 夕“(r)x 二+ 2 八(t) (x 全+ 工 ; + x ; + x ; )

( 2 么(t)(x ; + x 至+ x 互+ x 二) + [ }亡, ; (, ) }
x f+ }广

, 2

(t )j(x f+ x 孟)

+ J亡
, 。(, ) }(x卜

x 互) + !亡
, ‘

(, ) l(x 圣+ x 二) + 1亡
: :

(; ) }
x 井+ }夕

2 。

(, ) l(x ; + x 凳)

+ I护
2‘

(t) }(x 呈+ x
乏) + }夕。3 (t) }x 聋+ }夕。‘(t) }(x 兰+ x 二)+ J夕“ (t) !x 二〕

= 2么(t) (x 二+ x ; + x
互+ 乏)+ [ (l广

, ,

(川 + I广
, :

(r) }+ !护
, 。

(t) }+ }夕
, 4

(川 )x 全

+ ({夕
, : (才) }+ l夕

: :

(, ) l+ l亡
2 : (t ) }+ l亡

: ‘

(t) 1)x 里+ ( }亡
, 3

(*) l+ }夕
2 3

(t) l

+ !护
5 3

(r) l+ }夕: 一(t) })劣 ; + (}夕
, ‘(t) l+ l夕

2‘

(, ) }+ {亡3 ‘(* )J+ j夕“ (t) })x 二〕

《 2八(才) (x 圣+
x
l+ x 雪+ x ; ) + 。〔(}A }

3 + 3 }D I“+ IA I
“

}B I+ 2 {月 }
Z

IC }

+ 6 ]A l
’

】D l+ 2 IA }IB }
2 + }A l}C I

“
+ 1 0 !A IID }

“+ 6 !A ] ]B l}C I

+ 4 }A }}B }}D }+ 4 }A 日C ! }D }+ }B 1
2

JC }+ JB }
2

jD {+ jB JjC J么+ : IB 」JD 1
2

+ 2 }B 日C 日D I+ 2 ,C l
“

}D }+ 7 {C l}D }
“+ IA {

2
+ 5 IC !

“+ 4 ID }
“+ 2 }A {1B I

+ 4 jA IIC I+ s lA IID !+ 4 1B iIC I+ Z IB IID I+ 6 IC I}D {+ 3 {C I+ !D l)x 更

+ (}B !
3
+ IB I

“+ }C }
“
+ {D J

“+ 3 {A ,
2

!B 】+ , A ,
Z

JC {+ g JA j
“

jD ,

+ 7 {A {IB {
“
+ !A 日C 1

2
+ 9 IA }ID }

2 + 2 }A }}B ! 1C I+ 6 1A I,B 日D {

+ 6 !A 1IC } 1D l+ }B 1
2

1C I+ IB }
“ ID }+ }B 1 IC }

“+ !B 1ID }
“
+ 2 1B 1IC 日D {

+ 了}C }
“

}D }+ 3 !C ! }D j
Z
+ 2 IB }

“+ 2 }C l
“
+ 4 1D j

“+ 6 IA ! JB 】+ 2 1A j】C 】

+ 8 }A ! ID }+ 6 }B 日C {+ 4 1B i}D I+ 8 {C I!D }+ IA }+ }B }+ 3 IC }+ 3 }D })x ;

+ (3 1A I”+ !D I
“+ 7 1A l“1B l+ 2 1A 1

2

1C l+ 1 0 IA }
“

}D l+ 2 1A IIB {
2

+ }A 日C 1
2 + 6 !A }jD 沐

“
+ 2 1A JJB ] 1C I+ 乙IA }1B 1ID !+ 4 jA j1C JJD j

.

+ IB I
“

{C }+ }B 1
2

lD }+ IB }}C }
2 + 2 !B }ID }

2 + 6 }B }}C }{D }+ 2 !C }
“

}D }

+ IC I}D I
“
+ 3 }A I

“
+ 3 lC }

2 + 4 lD t“+ 4 lA llB I+ 6 lA 日C I+ 8 }月I, D }

+ 2 IB 日C }+ 2 {B IID j+ 10 !C IID I+ 2 ]A j+ 3 }C j+ 3 ID I)x 璧

+ (3 1A 1
2 + }B 1

2
+ }C }“+ 3 }D 1

2
+ 6 }A 日B !+ 2 }A }}C }+ ] o }A l}D }

+ 2 1B llC I+ 2 1B jlD I+ 6 IC llD I+ 4 }A I+ 2 !B I+ 6 lC i+ 4 ID }+ J)x 二」

簇 2△(t) (x 全+ x l+ x ; + x 三) + 。[ (5 6M
“
+ 3 6M

2 + 注M )x 全+ (6 这M
“+ 4 2M

“

+ SM )x ; + (5 6M
“+ 4另M

Z
+ SM )x 圣+ (3 6M

“ + 1 6M + 〕)x 乏」

( 2 么(t)(x {+ x ; + x 互+ x 毛) + 。 [ (6 4M
。+ 4 2M

2 + SM )x 圣+ (6
、

姜M
3 + 4 2M

2
+ SM )x 二

+ (6 4M
3 + 选2M

2 + SM )x 里+ (3 6M
“+ 1 6M +

一

1)x 二〕

簇 ZA (t )(x 圣+ x 孟
一

+ x 爹+ x 乏)+ [粉}A (t ) }x 爹+ 叮}八(才) }文孟+ 刁!△(t) lx 互+ , }△(t ) !x : 」

= (2 一 刁)么(t) (x 贾十 x 孟+
x 互十 x 二)< 一 8 (2 一 , )d ; d ; (d

3 一 d
:

)
“

(x 全十 x 重十 x 孟十 x 二)

所以 d V /由是负定的
.

应用非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理
〔“’,

可知方程 (1. 1) 的零解不稳定
。
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四
、

特征方程有两个具有正实部的根

定理4 在方程 (1
.

1) 中设

1
.

A( t)
,

B( t)
,

C( t)
,

D( 约在t。《 t戈 十 OO 上可微有界 (其中t 。足够大 ) 即存在一个正

常数M > 0 ,
使得

iA (t) }《M
, }B (* ) l成M

, !C (才) l《M
,

}D 之t) !成M

2
.

特 征方程(1
,

3 )的根几
;

(t、, 几
:

(t ), 几
。

(亡), 几
;

(f、满足

一占。< 几2 (t )< 一 d
。, 一占

2

< 凡, (云)< 一 d
, , d

3

< 凡
3

(才)< 占
4 , 占, ( 几

‘

(t)

其中d
‘

(‘~ x , 2 , 3 , 吐, g , 6 , 7 )是与 t 无关的正常数
, 且 0 < d l< 占

2

< 占
s

< 6
一

( 氏( 6
。

< d
: ,

3
.

一 B (士)C (考)D (才)+ A (才)D
Z

(才)一 A (t)B (才)一 A (t)D (t)一 C(t )D (t) + C (t)> o对所有

的 t》才
。

都成立 ,

一.户

、,了一
子..、�子杏

B
一
dd

一

In a X

场 t < + 的

d A ( t )
d t

Jr、,、

其中

忍二 I n ln
,
。乏一 t < + 的

{
勺1八(才) {

6 4M
3 + 4 2M

2
+ SM

蔫户
一

卜{
一

丝纂旦 !}
< ·

、萨德淤
。一

}
, 是一个常数

,
且 0 < 勺< 2,

则方程 ( 1
.

1) 的零解不稳定
.

证明方法类似于定理 2 ,
故从略

.

定理5 在方程 (1
.

1) 中设

]
.

A ( t ) , B ( t )夕 C ( t ) , D ( t )在 t。《 t < + co 上可微有界 (其中 t。足够大 ) 即存在一个

正常数M > 0 ,
使得

!A (才) }或M , }B (r) J簇M , }C ( t ) }成M , }D ( *) }( M

2
.

特 征方程 ( ]
.

3 )的根几
:
( t ) , 几

:
( t ) , 又3 ( t ) , 几

‘

( t )满足

一 d Z
< 凡: ( t )成几

,

( t )< 一 j
, , d

3
< 凡

3
( t )簇凡

‘

( t )

其中占‘( i = 1 , 2 , 3 )是与 t 无关的正常数
,
且o< d , < 占

2

< 占
3 ;

3
.

一 B (r )C ( t )D 。) + A ( t )D
Z

( t ) 一 A ( t ) B ( t ) 一 A ( t )D ( i ) 一 C ( t ) D ( f) + C (l ) ( o 对所

有的 落> f。都成立 ,

巴<
、.

卜」
1

1-1;
In a X

t o〔才< + oo

d B ( t )

d t {
,

d C ( t )

d t

d 刀( t )
d t

尹

‘、一
二r‘

A一dd一
�

护.褚.‘

其 中

己 = 11 l l n

t0 卜 一

t < + oo
{

叮}A ( t ) !
6 4M

“+ 4 2M
2 + SM

_
_

叭八丝) _ 飞
3 6M

z + 1 6M + I J

刀是一个常数
,
且 o< 叮< 2,

则方程 ( 1
.

功的零解不稳定
.

证明方法类似于定理 3 ,
故从略

.

五
、

特征方程有一个具有正实部的根

定理 6 如果方程 ( 1
.

1) 满足下列条件
:
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1
.

A (t) , B (‘) , C(t), D (t)在 宕。《t< + oo 上可微有界 (其中 *。 足 够大 ), 即 存在一

个正常数M > o ,
使得

}A (t) }《M
,

}B (t ) }戒M
,

}C (t ) }( M
, }D (t ) }《M

2
.

特征方程(1
.

3 )的根几
, (t) , 兄2 (t ), 之3 (t ),

人(r)满足

一 d : < 凡(t)镇几
2 (t)成几

: (t)< 一占, , 占: < 久; (t )

其中 d‘(i = l , 2 , 3 )是与 t 无关的正常热 且o < 占, < 占2 < 占s ,

3
.

一 B (t)C (t )D (t )+ A (t )D
Z

(t )一 A (t)B (*)一 A (* )D (t)一 C (*)D (t) + C (*)> o 对所有

的 t> t。都成立,

d C (t )

d t

{ ! d D (t) 飞/
_

护夕 l一 ~ 一了万一一一 r界、 ‘

. { 口 不 少

|厂卜(t)一tdB一d一
)一A

一

ddZr十‘

】〕la X

t0 犷 t < 十。

其中

e = 1llln

to呀 f( + 的
{

冲 !么(t) }
6 4M

s + 4 2M
, + SM

_
_

列盛〔D I
_

一飞
3 6M

3
+ 16M 十 I J

, 是一个常数
,
且。< 叮< 2

则方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

证 明方法类似于定理 2 ,
故从略

.

定理 7 对于方程 (1
.

1) 设

1
.

A (t ), B (t) , C(t), D (t)在 t。成 t< + oo 上可微有界 (其 中 t。 足够大 ) 即 存在一个

正常数M > 。,
使得

}A (*) }毛M
, !B (t) }《M

, }C (*) }成M
, }D (t ) !气M

2
.

特征方程 (1
.

3 )的根几
, (* ), 几: (t) , 几3 (t) , 几

‘

(t)满足

几。(t)< 一 d。, 一占
:

< 几: (t)《几
: (t)< 一 d : ,

氏< 凡(t )< d
-

其中J‘(:’= 1 , 2 , 3 , 4 , 5) 是与 t 无关的正常数
,
且。< 占

: < 氏< 氏< 氏< 氏,

3
.

一 B (*)C (*)D (一) + A (*)D
Z

(*)一 A (t)B (t) 一A (* )D (t)一 C (t)D (t) + C(t)< O 对所有

的 t> t。都成立 ,

e<
、.

r
沙

刀n a X

九乏一 t < + ao

卫具互旦
-

}
d t l

d B (公)

d 亡

d C (t、

d t

d D (t )

d t,

.....户.....

.沪
.、‘

其 中

“一 m ‘n 不
-

t0 卜 一 t < + OO
、

, }A(*) }

6 4M
s + 4 2M

2 + SM

一。
赫黑振

)
}

, 是一个常数
, 且 。< , < 补

则方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

证明方法类似于定理 3 ,
故从略

.

除以上七个定理外油于特征根的不同位置还有十五种情形也可用类似的 方 诀证 明方程

(1
.

1) 的零解不稳定
,
现列于表 1 :
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。经一于如于期一于期一于即一于湘一于那一剧拼一绷赵绷赵一拟赶�绷赶一
�

拟赶一拟起一石
��一类类戈支�类戈�类
赶z
一

,

类一舅一类菊
时f)0钟一理和理和�理和一声(f双条一线价红川一细崎一扁叭D洲一定杠定扛一定以一兰汪

.

烹一已州4乙洲4一百得4一洲OF),足一舒条件幻件条一豁条件一当臼仪都一满解针
一

满邹剐一满够酬一
AC

、

了一亡,
一

"
"

一白,一

衰 1

采膏臀竺 当‘〕*。时特征根几
i
( t )

,

久:
( t )

,

久3
( 才)

,

又; ( t )满足的条件

特征方程有三个

具有正实部的根

1 ) 久
:
( 才)< 一占3

.

占i ( 又2
( t)

: 一
几3

( t ) : 一几; (矛) < 占2
或

2 ) 又
1
( t ) < 一 占

,
,

占: ( 久2
( t ) ( 占

2
,

久,
( t) = 户( t ) + q ( t) I

又; ( t )~ p ( t) 一 g ( *) I
, _

日
_

户( t ) > 占
1 ‘.

lq ( t ) }> 占
: ‘

当 t〕九时

犷4 ;
(才)的

符 号

V 4 4
( t ) ) O

3 ) 一占d < 几;
( t ) < 一占

, ,

占一< 久2
( 才)

: 一

久,
( t) < 占

, ,

占, < 久4 ( t)或

4 ) 一占2 ( 只i
( 才) < 一占, .

占3 < 久2
( f )

,

几,
( *) = p ( 分) + q ( 犷) I

久4
( * )二p ( t )一‘( t )I

,

目沪 ( f) > j : 护
.

}q ( t) !> 占
2 ’

犷d ‘
( t ) ( 0

犷4 4
( 才) > 0

特征方程有两个

具有正实部的根

犷礴‘( t ) < 0

特征方程有一个

具有正实部的根

1 ) 之
z
( * ) ( 一 占

, ,

一占d < 又i
( t ) < 一占, ,

占: < 久,
( t) ( 占

2

占, < 几‘( t ) < 占6

2 ) 只
:
( t ) < 一占, ,

一占2 ( 几i
( t) < 一占, ,

乙3 ( 又3
( t )

二一

久‘( t ) < 占
d或

3 ) 几
:
( t)

, 一又i
( t ) < 一占

, ,

占i < 久3
( t )

: 一2‘(* ) < 占
,
或

4 ) 一占4 < 几2
( t)

: 一

久,
( t ) < 一占

s ,

占: < 久s
( t) < 占

, ,

占。< 又4 (t )或

5 ) 之2
( t)

、一

之,
(t ) < 一占: r ,

只3
( t ) = p ( t) + q ( t )I

几‘( t ) = 户(才)一夕( t ) I
, 一

目户( 才) > 占
: ’ ,

]g (才) {> 占
月’或

6 ) 占
: 尸 < 之:

( 才)
, 一又2( t )

.

久3
( t) = p ( t ) + q ( t )I

,

之‘(矛)二 p (z )一 q ( *) I
,

且p ( t) < 一占2 ‘,

. q (才) l> Js ‘
或

, ) 又
一( t )二R ( * ) + S ( r) I

,

几2
( t) = R ( t ) 一 S ( t) I

几,
( 才) = p ( 才) + q ( t) I

,

几。( t )= p ( t )一口( t ) I
一

且

R ( t ) > 占i ‘,

!S ( t ) {> 占
: ’ , p ( t ) < 一舀3 ‘

}叮(诊) }> 占
4 ’ ,

!S ( t)士g (t ) }> 占
: r

i ) 几
s
( t)‘久

:
( 才) ( 一占。

,

一占: < 久i
( *) < 一占: ,

占3 < 久一( t) ( 占。或

2 ) 一占2 < 久:
( t) < 一 J , ,

占感( 久:
(才)

,

几, ( * )= p ( 才) + q ( t) I

几‘( * )二夕( t )一 g ( t )了
,

且夕( * ) < 一占
: , ,

}q ( t ) }> 己
: ‘

3 ) 又
,
( 才)‘又

:
( *) ‘又

i
(才) < 一占, ,

占: < 而( 亡) < 占
2
或

4 ) 久
r
( 才) < 一占: ,

占: ( 几z
(才) < 占2 ,

几,
(矛)二P( *) + 叮( t) I

几。( 才)二户( t) 一 q ( f )I
,

且p ( t ) < 一乙1 ‘
,

lq (
.

) I> 己
2 ‘

一
厂“( ‘, > 0

⋯
_
犷“(t) 一

其中 占‘(‘二 ] , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 ) 与 占: (j= 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )都是与 才无关的 正 常数

且。< 占
:
< 姚< 饥< 氏< 氏< 氏< 氏

, I = 斌
一

二工

六
、

例 子

考察方程
一 1 3

弓梦
+

(
6 2 + s in 之t

t 2 )攀
一

(
1 2 8 + 5 s i n Zt

’

广 )岔
一

+

伽祝
一

丫
‘

)
‘一。

( 6
.

1 )

1X
4

例dd

的零解的稳定性
.

容易证明方程 ( 6
.

1) 的特征方程是

“
4 一 1 3“

3
+

(
6 2 + s i n

Zt

t
- )

;
亿一

(
‘2 8 十 5

咒广 )
; 十

伽
十 6--黔 )

它的特征根是

几
,

( t ) = 2 , 几
:
( t ) = 3 ,

下面验证方程 L6
.

1) 满足定理

* : ( , ) 一 4 十 一

擎
‘ , , 、

‘

( , ) 一 ; 一 里华兰
一

,

‘ 石

1 的条件
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方程(6
.

1) 的系数

A (t )= 一 13 , B (才) = 6 2 +
s in

Zt

才2
C(, )
一(

1 2 8 + 5
- s in

Z t

t 2 ) D (t )= 9 6 + 6
s in

艺t

t2

在 60 《t< + oo 上可微有界
,
且

}A (t ) }戒 1 3 3 , }B (r) }( 1 3 3 ,
{C (r) {《 1 3 3 , {D (t) }镇 1 3 3

d A (亡)
d t

一

}
一 。,

{
一

梁
立

一

卜{
2 5 111 才e 0 S t

一产一

十

{
一

今丝一」
《
介扁

d C (t)

d t

1

1 8 0 , 四〔红 }
d t l

1

气1丽

2
.

R e (几. (t)) > 2

3
.

( i ) m a x

6 0 犷 t < 十的

= 1 , 2 一 3 -

塑鱼
一
{

_

d t l
,

4 )

d B (t )

d 公

d C (t)

d 才
{ 丝p丝)

__

}飞
1 d t lj

l
卜I;

镇(i|厂!
产
亏卜L

(11)

(111)

。
·

x{0
,

一

品
。 ,

是
、, 1

姗一击
八(‘)一 A (‘)B (‘)C (‘)D (‘)一 C

‘
Lt)D (‘)一 A

,

(‘)尸
2

(‘)

一 6 7 73 7 6。+ 了4 9 76。

呼
+ 2 4 2 4。

一

黔
+ 2 4。

黔
> 6 7 73 7 6。

己 : 二二
m in

{
t < 十

月父 ‘

粉}△(t) !
6 4M

3 + 4 2M
2 + SM

刀1△(才) }
3 6M

2 + 1 6M + 1 }
一 m in

丁
6 0 份

一 t < + C( ) 、

IA (r) }
15 1 3 1 2 7 7 0 } (其中 , = 1 ,

M = 1 3 3 )

一八U

闷土一一匀

= 1l lln

6 0厂 才< 十。

IA (t、J
1 5 1 3 1 2 7 7 0

>

l△(t) l
6 3 8 9 3 3

6 7 7 3 7 6 0

1 5 1 3 1 2 7 70

从而可知

d A (t )

d t
1

_

} 丝夕
_

(旦
!
夕

! d t

d C (t )

d t

d D (*)

d t < ￡
r‘L

1lla X

6 0 〔 t < + co

所以定理 1 的全部条件均被满足
,
根据定理 ]

.

可知方程(6
.

1 )的零解不稳定
.

例 2 考察方程

d
4 x

d t4

1 l d
“x

2 d t3

「 n
.

_
、 ,

〕d 场
,

「 15
十 L厄 一夭“ r “石gt )

一

」
一

砂
一

+[ 万
-
一

音
(a r c ‘g ‘, 1卫兰

」 d t

「一 p
L 2

1
, _

+ 不 弋a r C 毛g 犷)
-

‘ 」
二一 “

(6
.

2 )

的零解的稳定性
。

容易证 明方程 (6
.

2) 的特征方程是

,几
飞J..

几
4 一 一

书
二一几

“+
乙

1 1

〔号
一 (a r 。‘g 才)

么

」
‘

2
+

l曹
i

, _

一
一

万 又a r C 毛g r )
-

乙

.

「 9
十 l 一 孟

L 乙

1
,

一 ; 于又a I C 石g t )
-

‘ l
一 “

它的特征根是

几
,

(t ) = 一 1 , 几
2

(才)二

下面验证方程 (6
.

2) 满足定理

1
.

方程(6
.

2) 的系数

言
, “。(, )一 3 一 a r e‘g , , “

·

(, )一 3 + a r c ‘g ‘

2 的条件
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, (, )
一等

, B (,卜子
一 (a r c ‘g , )

2 , C (,卜子
一

合
(a r 。‘g , )

2

。(, )
一普

+

合
(a r c ‘g , )

“

在 1 00 。《t< 十 co 上可微有界
,
且

}A (*) }成7
.

5 , {B (t ) }( 7
.

5 , IC (t) }《 7
.

5 一 }D (t) }《 7
.

5

} d A (t ) }
。

1 d B (t) } }

!- 几而
一

}=
“ ,

l一刁t }引
Za r e tg t

1 + tZ

l , 4 _ 4 _ 1

}气
一
I不矛‘气一产

一

气姚
0 0面

d C (t )

d t

! 一 1 l d D (t) l _ 1

}、而咖
。 ,

}一
一刁了

-

}气而丽丽
2

,

当1 0 0 0戒t< + OO 时
,
特征根几

,

(t) , 凡
2

(t) , 兄
3

(t) , 几
‘

(才)满足不等式

一占
‘

< 几: (r)< 一么
, d : < 几

:
(t)< 占

: , d
。

< 几。(t )< 几
‘

(t)

其中 d , =
1

万
, 占

2
7

1 丁
’ 凡

9
一

丽
’

6
。

7
O’= 了

, 。‘= 了

3
.

当1 0 0 0《t< + OO 时
,

一 B (t)C(*)D (t) + A (t)D 忍(t)一 A (t)B (t)一 A (t)D (‘)一C (t)D (*) + C (亡)

1
,

La r C 不g t )
’

一 几 - La r C 毛g t )
”

任

25一4一 1 2 1 一

举
(a r C、g , )

, +

任

二 4 1 一

> 4 1 一

> 4 1 一

令
(a r e‘g , )

2 + 5 〔(a r 。‘g , )
忍一 4〕

2 +

音
(a r e ‘g , )

‘

〔卜 (a r e ‘g , )勺

票
(a r e 七g , )

:

手
(,

.

6 )
2
一 1 2

.

2> 1 2

4
.

( i ) m a x
,

i即习‘ t< + .

引一

塑互旦
_

{ {卫翌约
_ _

!
,

{一丝〔约 ! }卫旦丝)
_

}飞
L」 d t i

’

1 d t l
’

} d t l
’

1 d t !J

、m a x

{
。

, 1

2 5 0 0 0 0

1

5 0 0 0 0 0

1

5 0 0 0 0 0 }
1

2 5 0 0 0 0

(11) A (t)== A (t)B (t )C (*)D (t)一 C
Z

(才)D (t) 一A
Z

(t)D Z(t )

一

合
〔5 2 0 2 一 2 3 4 3 (a r e‘g , )

2
+ 3 0 3 (a r e ‘g , )4一 ‘2 (a r c‘g ‘)

“

〕

一

音
、1‘。4 一 3。。(a r e ‘g 才)2 + 2 4 3〔(a r 。‘g 广)

一 4〕
’+ 1 2(a r e七g t)

‘

[ 5 一 (a r e tg t)
2

〕}

>
一

香
、1 4 0 4 一 3。。(a r e 、g , )

2

,

~ 1
, ‘ _

』

_ 。 八 , ‘ 。 、 , 、 ,
, 八 _ 、 ,

乡多气;
.

悦1 4 U 4 一 西, U 又1
.

0 )
一

少= 4 ‘
.

6 乙户 4 ‘

O

(111) 。二 m in

1 0 00 ( t< + ao

充一一列户(列_
_ _

t 6 4M
s + 4 2M

盆+ SM

刃】A (才) }
36M

么+ 1 6M + 1 }

= 】1lln

1 0O0f t < + 因

[ 一全(户
_

八(t ) 飞
L 2 9 4 2 2

.

5
’

2 1 4 6 )
(其中刁= 1 ,

M 一了
.

5 )
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= n l ln

1 00 0 ( t < + oo

A (t)
2 9 4 2 2

下>
a

4 7

29 4 2 2
声 >
a

1

2 50 0 0 0

从而可知

刀n a X

10O0 g t< + oo

d A (t )

d f
{

_

{一亘丛纽 !
_

}
’

} d t !
’

d C (t)

d t

d D (t)

d t }
< 。rJ、气

所以定理 2 的全部条件均被满足
,
根据定理 2 可知方程 (6

.

2) 的零解不稳定
.

例 3 考察方程

公
一 5

一

徐
+ (6

一
p卜 2 ,〕)

令
一

+ (4 + 。X p 〔一 2 ,〕)

贵一 (8 一 Ze x P〔一 Zt〕)x , 0

(6
.

3 )

的零解的稳定性
.

方程 (6
.

3) 的特征方程是

几
4 一 5几

3 + (6 一 e x P〔一 Zt〕)几
2 + (4 + e x P卜 Zt] )几一 (8 一 Ze x P [ 一 Zt〕) , 0

它的特征根是

几
,

(t) = 一 1 ,
几: (t) = 2 一 e x P卜 t〕

,
几
。

(矛) = 2 ,
几
‘

(t) = 2 + e x P卜
t]

下面验证方程(6
.

3) 满足定理 3
.

的条件

1
.

方程(6
.

3) 的系数

A (t) = 一 5 ,
B (t )= 6 一 e x P〔一 Zt]

,
C (t )= 4 + e x P [ 一 Zt]

,

D (t )- 一 (8 一 Ze x P [ 一 Zr ] )

在 10 《t< 十 co 上可微有界
,
且

}A (才) }簇9 ,

}B (川 《9 ,

IC (t) }( 9 ,

!D (t) }《 9

d A (r )

d t
0 s

d B (t)

d t

、
一

端丽
,

尸篡
‘)

一

{、
1

1 0 0 0 0

d D (t)

d t 成
1

5 0 0 0

2
.

当 10 ( t< + co 时 ,
特征根几

; (t)
,
几2 (t) , 之

3

(t)
,
几‘(t)满足不等式

一占2< 几
:

(t)< 一占: ,
占

3

< 几2 (t )< 几
3

(t)< 几‘(t )

81�J

一一八J
八
O

,

312
一一2

�

d
1一2

一一
。O

其中

当1 0 ( t< + co 时

一 B ( t )C ( t )D (才) + A ( t ) D Z ( t ) 一 A ( t )B ( t ) 一 A ( t ) D ( t ) 一 C ( t ) D ( t ) + C ( t )

= 一 1 0 2 + 1 3 4 e x P [一 ZtJ一叔 e x P [ 一 4 t ] + Ze x P卜 6 t J

< 一 1 0 2 + 1 3 4 e x P [ 一 Zt ] + Z e x P [ 一 6 t ]

< 一 飞0 2 + * 石

又乙

1 3 4

7 )
幼一 + 咬

2

7 )
。o

⋯ e > 2
.

7 )

一
‘0 ‘一

「
1 - 1 3 4

( 2
.

7 )
2 0 〕

< 一 ‘”‘< 。

、Jtr

) m a x

1 0 乏
一

t< 十。

d A ( t )
d t

d C ( t )

d t

d D ( t )
d t

Jr
.吸、

_ r
_

1

气m “x t”
,

一

I石石而
上一

~

一二一
~

飞= 一生一
-

1 0 0 0 0
’

5 0 0 0 J 5 0 0 0

11 ) △(寸) = A ( t ) B ( t )C ( t )D ( t ) 一 C Z
( t )D ( t ) 一 A

Z
( t )D Z ( *)

= 一 5 1 2 + 6 7 2 e x P [ 一 Zt〕一 16 8 e x P [ 一 4t〕+ s e x P [一 6 t ]
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肚[2t]少exP< 一 5 1 2 十
8

e x p 〔6 t」

、 一 5 1 2 十 (2

1笼20 十

6 7 2

(2

8

乃 甲 、 6 0 (
’ . ’

‘> 2
.

7)

一
5“ 一

!
1 -

(2
.

7 )2 0 (2
.

7 )
. 0 〕

< 一 5 “

所以当 10 《t< + OO 时, }△(t) !> 51 1

(111) 。 = m in
-

1 0犷 t( +

OO

{
刀!

6 4M
3 +

= 刀几I n

10 ‘
一

t< + oo
{

.入(r) !

5 0 1 3 0

A (t)I
4 2M

2
+ SM

!A (川
3 0 6 1

粉!△(t ) !
36M

2
+ 1 6M + 1}

}
(其中 。一 1 ,

M 一 9 )

= n l l n

1 0 厂才< 十OO

. A (t)I
5 0 1 3 0

5 1 1
、

1
)

—
一 ) 一

-

—
/ 5 0 1 3 0 ‘ 5 0 0 0

从而可知

In a X

1 0 扩公( +

OC

{{
d A (t)

d t

I } d B (t) } } d C (t) } 1 d D (t ) }、
,

I
’

!一刁
t

一 {
,

l
se

己砂 {
,

{一
~

而
~

!] <-
“
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