
应用数学和力学
,

第 14 卷第。期 (1 9 9 3 年 6 月 )

A p P lie d M a th e rn a t ie s an d M e c h a n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

二阶时滞微分方程边值
一

问题
‘

李龙图 王志成 钱祥征

(长沙 湖南大学应用数学系
,

1 9 9 2年 5 月22 日收到)

摘 要

本文利用不动点原理及文t l] 给出的存在性原理研究了立阶时滞微分方程边值问题
,

得到了

新的存在性结果
.

关位祠 边值问题 时滞微分方程

一
、

引 言 与 记 号

泛函微分方程边值问题是一个较重要的研究课题
,

与泛函微分方程的有关其他课题相比

较
,

发展要缓慢得多
.

主要原因是较难处理方程与边值之间的关系
.

为下文方便起见
,
先介绍一些记号和文〔1 〕中的存在性准则

.

本文考虑的方程具有下面

的形式
:

刀(诊) (* ) = F (* , v (a : ; (t ))
,

一
, g (a l。:

(t) )
,

⋯
, g (考一 ‘’(a 。,

(t ))
,

⋯
, , (含 一” (以娜 (t )))

“F (t , v , , , (t) ) (1
.

1 )

这里 。《t《T , F为连续函 数或为 C ar at h ‘o d o r y 函数
, a ‘, (t ) 是给定的实值连续函数

,

a ‘, (t)《t 且 a ‘, (* ) 在 [0 ,
T )上有唯一的零点

r ‘, ,
使得在 [o , , ‘, ) 上 a . ,

< o ,
在 (r ‘, ,

T ] 上
,

山 , > 0
.

现设

d ‘, 二 一 m in {a ‘, (t) : i = 1
,
2

,
⋯

,
k , j= 1

, 2 ,

⋯
,

m ‘}

d 二 m a x {d ‘, : i = 1
, 2 ,

⋯
,

k , j= 1 ,

2
,
⋯

,
m ‘}

因此d > 。
.

因 (i
,

1) 为时滞方程
.

定义

y (t)二踌(t ), 一 d 《t《0 (1
.

2 )

这里功(t )是〔一 d
, o〕上的函数

.

我们假定娇〔口〔一 d
,
。〕,

其中

口 == m a x {i一 i : m in a ‘, < o }
, i〔{1

,
z

,

⋯
,
k }, j〔{1

,
2

,
⋯

,
m ‘}

C“ [ a ,
b ] == C , ([a ,

6〕
,

R
”

)表示将区间[ a ,
6 ]映射入R

‘

币m 次连续可微函数所组成的 B a n a e h

空间
,
其模定义为

}“ }。 == m a x { !
“

!
。,

}“
,

}
。, ⋯

,

}
“(. ,

!
。

蚤

而 10 1
。= m a x 王I

: (t) I
: 。《*《6 }

。

L , [ a ,
b ]表示在区I’gi 〔a

,
b ]上户次 L e b e o g u e 可积函数所

组成的 B a n a c h 空间
,
其模定义为

.
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r r b 、 i

!}
。

}}
, = 亏}

_

I“(公) I
, d公卜

p

、J “ ,

一
以

’

〔“
,

b〕表示本性有界函数组成的
.

B a乎““h 空间
,
其摸为 通 常所定 义 的 上 确 界 模

,

班
舌 , 夕[ a ,

b J表示区间〔a
,
b〕上的函数叹组成的 s o b o le v 空间

,
‘

即。‘七一 ‘、绝对连续且
。‘无’〔乙, 〔a ,

b〕的函数。组成的空间
.

定义

口
” , ” [ 一d

,
T 〕二口

” , , (〔一d
,
T ]

,
R

”

)

即 由具下列特性的函数
u
构成的 B a n a e h 空 间 , u〔C【一 d

,
T 〕

, 。l〔一 d
, o〕〔C

”

〔一 d
, o〕,

。r〔o
,
T 〕〔C ‘〔o

,
T 〕

,

且其模定义为 m a荞{ }“}
。 ,

}
。卜「一 d

, o〕!
, ,

!
u l厂。

,

T 〕}
。 }, 这里r表示

u

在指定区间上的限制
.

另外

C盆
, ‘ [一 d

,
T 〕= {。 : “〔口

” ’“仁一 d
,
T 」且在〔一d

, o〕上
。= 功}

用J 表示加在区间 [0
,
T 」上的边值条件

.

对每个 ‘二 1 , 2 ,
...

,

k, 定义 U ‘:

口
一 ‘(〔o ,

T 〕
,

户 )

, R
” ,

且对任意寿一 i次实值可微函数日和任意
。〔刀

”

有U ‘(0(r )。) = U ‘(0 (*))。 若 U ‘(。) = r . ,

称函数
“〔C“〔0

,
T J

, m 》 k一 1满足边值条件多
,

记为
。〔J

.

若U , (们 二。
,

记为
“〔夕

。.

定义

算子刀
, c头

。

〔o
,

T 」”C〔o ,
T 〕

,

L ,

c%-
’ [o ,

T 」” c
。

[ 0 ,
T 」如下

:

刀夕二封‘. ’,

(乙, )(r )二夕‘奋
一 ‘’(欲)一 g ‘考

一 ‘’(o )

这里 C
。

[ o ,
T 」= 笼“〔C [o ,

T 〕: : (o ) = 0 }

文〔1 〕中考虑的方程类型为

户‘含, (f )一 f(云
, , , , * (才))

抓t) = 椒t) 一 d ( t( o

g〔毋
‘ } (1

.

3 )

这里f
: 〔o ,

犷〕仪 R “ ”

、 R
”

是 五’一C a r a th o o d o r y 函数
, 。 = E 二‘.

g ‘舌) (才) = 完f(亡
, , 。 , 。(才))

, (t) = 必(t)
, 一 d 《 t( o

刀〔多
} (1

.

3 ) :

这里几〔印
, 1〕

,

所谓方程(1
.

3 )的解
,

是指这样的函数 。, 。〔。攀{含
‘

〔一 J
,
T 〕

,

在 〔O ,
T 」上

,

g ‘“一 ‘, (t)绝对连续
,

对几乎所有的t〔[ o ,
T 〕方程(1

.

3 )成立
.

定理〔‘,
假设。

,
与L , 一C a r a七h ‘。d or y 函数f

: 〔o ,
T 〕x 砂

”

‘ R ,
满足前面提到的条件

.

~ 一
’

~ ~ - 一 J

”
‘ - 一 一 一 尸户 ” -

一
’- -

-
-
一

-

设在边值条件U ‘(、) = r ‘(i ~ 1 , 2 ,
⋯

,
掩)中

,

U
,

(u )一。(o )
, , ;

= 功(o )
,

其中功〔亡
”

(〔一d
, o〕

,

户) 为给定的函数
.

微分算子刀
:
C氨〔。

,
T 〕。C仁。

,
T 〕可逆

,
h表L万= 。的唯一解

.

定义h(口岑编
一 ’

〔一 d
,

T 〕如下
:
在〔一 d

, 。〕上h = 功
,

在〔O ,
T 〕上八二人

.

则有
:

(A 、 设U 为。封含
‘〔一 d

,

丁〕中的有界开集
,
人〔U

,

则下列之一成立
:

卜 .

( i ) (1
.

3 )有解夕〔U ,

(11 ) 存在几〔(o ,
1 )

,

使得(1
.

3 )*
的解, 〔OU

.

(B )
、

对每一个义〔(o ,
1、

,

存在常数对
,

使得(1
.

3 、* 的任意解匆〔口叭
今“仁一 d

,
T 」

,

其模

I!夕!}< 对
,

则(1
.

3 )有一个解g 使得Iv卜〔o ,
T 〕!

。一 :

《 m a x {M
,

I万l
。一 : }一

本文利用不动点原理及文〔1 〕中定理讨论了纯量二阶时滞微分方程边值问题
.

其形式与

文〔1 〕中的类似
.

但用不动点原理来证明的边值问题中
,

其边值条件不同
,

用文毛1 〕的方法

来证明
,
其方法失效

.



二阶时滞微分方程边值问题

二
、

主 要 结 果

为简便起见
,

设T = 1
.

先考虑边值问题
:

夕11

(矛) = f (t , g (t)
, , (a (t)))

, 0《 t( 1

夕(t)二功(t)
, 一 d ( r( 0

a万,

(0 )+ b夕(1 )二s , a + b手。
,

b笋 。
} (2

,

1 )

这里f
: [ o

,
1 ] x R

Z

、 R连续
,
功在 [ 一 d

, o ]上连续
,
其中一 d = m in {a (亡) : o《才《 1 }

.

a 。) 为

给定的实值连续函 数
, 夕‘

(o )表示右导数夕
,

(o +

)
, a ,

右
, s
为实常数

.

定理 1 假设在边值问题 (2
.

1) 中
,
下列条件成立

:

( a ) jf (t , 二 , 。)一 f (t , 双, 。) l( K
,

!戈 一 , }+ K Z
[
“一 。

!
,

K : ,

K
Z

为正实数
.

( b ) K
;

+ K
:
< 1 / 2

1(a + b )
一 ‘

b l(K
工

+ K
: 、[飞二 2 (K

工

+ K
: )〕

一‘m a x It一 (a + b )石
一 ’t ,

}< 2

. ‘咨‘ 1

则边值问题 (2
.

1 ) 存在解 y〔。咒务[ 一 d
, ‘〕

证明 考虑含参绍卜〔R 的方程
:

刀I,

(才) = f (*
,

, (f)
, g (a (t )) )+ a

、

(2
.

2 )

在方程 (2
.

2) 的两边从。到才积分两次
:
得

、挤且火,1..‘J。(‘卜‘(“, + 。,

(。) , +

五f
, (·

, 。‘·)
,

, (a (r )))J r J : + 导, “

‘

(2
.

3 )
。(1 )一必(。)+ 。‘ (。)+

f
,

f
‘

, (, , 。(r )
, y (。 (: )))、r J ; + 鲁

廿 0 J O
’

乙

由边值条件叩
尹

(0 ) + b抓 1) = s
和 上式可得出a的表达式

a 一 2“一 (: 一 (·+ ”), ,

(。卜“, (。卜“

工买
f (一 , (r )

, 。(a (·)))d ·d ·)

将
a 的表达式代入 (2

.

3) 式得

, (,
卜 , (。) + 。,

(。) , +

买J:
f (· , 夕(r )

, g (a (r ) ))d r d : + s b
一 ’tZ

.

一 (·+ “)“一 , ,

(。), 2 一 , (。)‘2 一 : 2

五f
f (: , 。(·)

, 。(口 (·)))d ·d ·
(2

.

4 )

将(2
.

4) 式看成含有参数犷 断0) 的方程
.

设犷 (0 ) = P, 记
r (t ,

P) = (」
.

一 tZ

)诱(o )+ s b
一 ’rZ

+ [ z 一 (a + b )b
一’f〕P公

则 (2
,

4) 便可写成
。(,
卜

·(, ,
, ) +

工买
, (·

, 。(·)
, 。(。(

·)))d ·d一 : :

工J:
r (·

, 。(·)
, 。(a (·)))、、

·

(2
.

5)

用 (殉)(f )表示(2
·

5 )式右端
,

!‘ }
。
一华黔

‘

(t)l
,

则对任 意 的 , ,

涯教务〔
一 d, ’〕,

有

!(F。)(才卜 (F 二 ) (, ) !、
1丁;芡

(, (·
, , (·)

,

。(a (·))卜 , (: , x (·)
, , (a (卜))) )、·、·

1
+ , 2

}工J:
(, (·

, , (·)
, , (a (·))卜 , (一二(·)

, ! (a (·, )), d ·d ·

}
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簇 (ZK
, }夕一劣 1

。
+ 2 K

2

}夕一 x !
。

)

= 2 (K
: + K : ) }, 一劣 }

。

从而
、

m a x }(F g )(t)一 (F 二 )(f) }= }(F , )一 (F 戈 ) }
。

( 2 (K , + K Z ) }, 一二
}
。

若K : + K
:

< 1/ 2
,

则由压缩映像原理知
,
方程(2

.

5) 存在唯一解抓 t ,

P)
.

!, (
·

,
p )一 夕(

· ,

尹) j
。

( [ 1 一 2 (K
:

+ K
Z )]

一 ’

m a x I
r (t ,

p )一 r (t ,
尹) l

’

0 ‘ 弓‘ l

由r (t ,
P ) 的定义便可知

m a x }
r (t ,

夕)一 r (t ,

矛) {( m a x {t一 (a + b )b
一’t; }}P一尹}

0 ‘启‘ 1 0 ‘弓‘ l
’

因此

由(2
.

5 )式可得

1夕(
·

,
P )一 g (

·
,

乡) }
。

《 [ 1 一 2 (K
:
+ K

Z

)〕
一 ‘

m a x }t 一(a + b)b
一 ’t 2

1 }P一 , }
0 ‘弓‘ 1

若a( P ) = 。,
则g(

·
,
P )便是边值问题

J

(2
,

1) 的解
.

而
a (, 卜 2“一 (一 (。+ “), 一”, (“卜“

工买
了(: , , (一 , )

, , (a ‘· ,
,

, , , d ·d ‘,

(2
.

6 )

考虑方程

, 一 (。 + “)一 (一“, (。卜”

买J:
, (一。(·

,
, )

, 。(。(·)
,

, ))d r d ·)
(2

.

7 )

用G (p )表(2
.

7 )式右端

}G (p )一 G (夕) }( }(a + b )
一 ‘

b l

.

冬(尤 ; + 尤 : ) }。e
.

,
, ) 一。(

·
,

, ) !
。

‘

, 1
. ,

气 下一
IL口+ 口)

‘

一 ’b }[ 1 一 2 (K
; + K : )〕

一 ’(K
: + K : )m a x }t一 (a + b )b

一’t2
1

·

}P 一尹}

则由条件(b) 及压缩映像原理可知(2
.

7) 式存在唯一解P气 且a( 广) = 。,
从而完成了定理 1的

证明
。

下面考虑边值问题

夕“(t) = j (t , , 尹

(t)
, y 了

(。(t) ))

夕(r) = 功(t) 一 d 《r ( 0

0 ( t‘ ]

(2
.

8 )

a y (1 )+ b , 产(1 ) 二s

为了利用文〔1 3的存在性原理
, 考虑含参缈的边稽问题

,

* 〔。
, : 〕:

, “

(t )= 几f (r, 夕夕

(t )
, 夕尹(a (t )))

夕(t ) = 功(t ) 一 d ( t《 o

a 夕(1 )+ b夕
尹

(1 ) = s

O ( t《 1

(2
.

8 ) :

这里f
, 。 ,

功满足引言提到的条件
,

记a( t) 在〔o
,

1) 的唯一零点为
: .

为了证明下面的定理
,

先引用文【2 〕中的一个引理
:

引理 1「2 ’
设

“(t)> o
,

K 仕)> o , a 。
, s )> o连续且K (t)单调非减

,
这里 * , s〔(r, ,

b )
,

b是

常数或OO , 抓的在〔o ,

co )内单调非减
,
连续

, 在 〔。
,

co )取正值
.

如果
·(‘,《K (, , +

I;
·
“

, ·, 。(·(·, ,‘; , ‘“(‘
。 ,
“,

则

G (·(, , , 《 G (K (, , , +

又
·(‘

, ￡, ‘一

这里‘(t )是〔。
,

OO )上的单调增加函数
,

其定义为

t〔(t。,
b )
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。
, 、

r.
d s _ _ _ _

行又u ) = J
。

油币)
, “。户U , “户U

若 ‘(

娜
, +

I::
(‘

, ·, ds 。
。m ‘

一 ’

卿喊
定义域

, ‘一

新的反函数,
,

则

·(‘,簇G
一 ‘

〔G (K (‘, , +

J;
·(‘

, · ,“·〕
,

定理 2 若在边值问题(2
.

8 )中
,

f
, 。,

功满足第一节中提到的条件
, ;
为 a (t )在 【。

,

1]

中的唯一零点
,

且满足下列条件
:

( 1 ) 存在非减连续函数劝
,

h : [ o ,

co ), (o ,

co )
,

使得对任意的 t〔[ o ,
i」

,

lj(t , “ , ” ) !

成劝(}“ l) + h(i
”

I)
.

( 2 ’ 设‘ (“, 一

J:0
d s

价(}s
}) + h (}

: {)
若对任意的久〔[o , 1 ]

, *〔[o , l〕存在与几
, *无关的

常数M > 。,
使得

G
一 ‘[ G (}叻

产

(o ) 1+ 几r h (}诱
尹

!
。

) + 几矛〕《M

这里 G
一 ‘
表‘的反函数

·

}功
‘

10 一玛禁
。

I岭
‘

(t )l
,

则边值问题 (2
.

“)存在解y〔仍:势〔一 d
, ‘〕

.

证明 在方程(2
.

8 ) : 两边从O到 t积分
,

得

。’

(‘, 一‘
, (。)+ “

J:
f (·

, 。·(·)
, 。,

(仃(·) ))d ·

因此由条件 (1) 可得
:

!。
,

(, ) }、 !,
,

(心, + “

买
! , (一。

,
、·)

, 。,

(。(· )))。d
·

、 },
/ (。) }+ “

五
, (}。

,
: · ) })d ·+ “

买
“(}。

,

(a (·)) , )d ·

·

( }功
,

(。) ; + , {
’
* (j功

,
J
。

)、: + 、{
‘ [ , (一,

,

(: ) }) + ;、一,
, (: ) *)。d s

J O 子 J o

一 },
, (。) , + “·“(!,

,

}
。

)+ “

J:
〔, (}。

,

(·, !) + “(!。
,

(·, }, 〕d ·

由引理 1 可得

}夕
‘

(r) I( G
一‘(口(I功

尹(o ) !) + 几, h (I功
’

}
。

) + 久t )

而又由条件(2) 可知存在与凡
, 才无关的常数M > 。,

使得

}, 产

(t ) 1( M

从而在{ 一 d
,

月上
,

}犷 (r)I 成m a x {l 少 !
。,

M } = M 6
.

而由 !, ‘

(忿) }( M
。
可知

,

在〔一 d
,

1] 上
.

‘

,。(‘, ,《m a x

{,, ,
。,

, , (。) !+

J;
。。

,

(矛) .“,

}
《m a x {】功}

。,

!功(o ) !+ M
。

}~ M
:

这样就找到了方程 (2
.

8) :
的先验界

.

因此根据第一节中给 出的定理
〔‘’
便 可 知

,

(2
.

5) 存在解 。〔。袱务〔一d, 1]
. _

下面再考虑边值问题
:

边 值 问 题

证毕
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, ,

(t) = j(* , 夕(亡)
, 夕(a : (*))

, 夕尹

(* )
,
夕
尸

(a : (*)))

, (t)二功(r) 一d 《*《o

叼(1 )+ b夕
尸

(1
.

)二 s a > 0 ,
b》o

(2
.

9 )

龟.皿.、
‘
..J,上

锅
0

这里 介〔0 , 1〕x 户‘、户连续
,

扣〔一 d
,
。〕, 尸连续可微

,

滞量 a J , a Z

满足第一节中提到的条

件
, , 2

表示a Z

的唯一零点
.

为证明边值问题(2
.

叭存在解
,

只须对下列边值问题的解作出先

验估计便可
:

(2
.

9 )‘

、.了卫砚.
.J

,走

喊习诊

其中

定理 3

唯一零点
,

( 1 )

, , (t) , 几IL矛, , (t )
,
夕(。 , (少))碑

尹(廿) , , ’

(口 : (矛)))

抓 t) = 叔t)
l

翎尹 一 d《t成。
·

a 彗(1 )+ 如
护(1 ) , , a > o ,

b》o

0 < 几< 1

( 2 )

M
。

〕
2

有

若在边值闻题 (2
.

9 )中
,

j
, 币 ,

吸
,

功满足第一节中提到的条件
, r Z
为a : (t )的

且满足如下条件
:

存在常数兀> 0 ,
’

使得对任意的 t〔〔o
, l)

, g 〔口川〔一J
, i J

,

有

, (t)f (t , 夕(t)
, 夕(0 , (t))

, 0 , , ’

(少 , (t )))> o 当}夕(矛) }> K 时

存在非减连续函数吵
,
h , [ o ,

‘ )、 (。
,

, )
,
使每对任意的(* , 撼, u )〔to , , 了掀【一材

。-

其中

}j(t , 。 , 。 ,
P

, 切 ) !( 劝(}P })+ h( }切 1)

M
。

= m a x {K
,

}s
j/

a ,

}功}
。

}

若对任意的握〔0
, 1〕

, 才〔[O
, J」

,

存在与几
, t 无关�S一h(

山
一+

一门一
S一抓

.u0f..沙
( 3 ) 设 G ( “ ) =

的常数材> o ,

使得

G 一’

[ G ( }功
产

( 0 ) }+ 几r Zh ( !叻
‘

}
。

) ) + 久t〕《衬

这里G 一 ‘

表 G 的反函数
,

}少 }
。
二

口

】11a X
一

“
心峪O

}价
尹

( t ) }
,

则边值问题 (2
.

妙存在脚( 。今场〔一 d
, 1〕

.

证明 对( 2
.

9)
*
的任意解到(t)

,
用文〔l〕弓!理 1

.

2的证明方法可得出在 〔一 d
, 1〕上

,

】, ( t ) }( m a x {M
。 ,

!功}
。

} 协

而在〔0
, 1〕上

}, ( t ) !《M
。

其 中 M
。
= m a x {K

,

}
s }/ a ,

}功(o ) {}川功l 二 刀l a X
. 心砚考明旧

{必(r) ,

用本文定理2的方法可证得 1, 尹

(t) 1在〔一 d , 月上满足

!丫 (t ) }‘m a x {陌
,

!
。, M 手

‘
、

一 、 ’

从而由第一节给出的定理
,

便可知边值问题 (2
·

的 存在解夕〔。衬务汇一 d , l」
.

证毕
,

注 类似可证形式上与本文所考虑的类型相同的奇异边值问题
,

即对下列边值问题可得出解的存 在性

结果
:

1 . “(‘)二 , ( f )f( t , . 。 , 。( 才) ) o《亡‘i

盯(才) . 毋(考)

口(男

一d 《才《O

这里爪 f )为扣
, 1 ]的可积函数

,

在 [。
,

11 上。> 。
,

且1/ ”
:

[0
, 1』, [ 。

,

, )
,

牙为下列两种边值之一,

( i ) a 口‘( 0 ) + bu ( i ) 二‘

( i 主) 叩‘i ) + b口
,
( z )。 s
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