
应用数学和力学
,

第 14 卷第 6 期 (1 9 9 3 年 6 月)

A PP lie d M a th e m a tic s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

关于Be 『tr a n d一个定理的推广
’

史荣昌 梅凤翔

(北京理工大学
,

1 9 9 2年5月2 0 日收到 )

摘 要

本文将B o r t r a n d 的一个定理
:

已知完整系统的一个第一积分可确定作用在系统上的力
,

推广

到非完整力学系统
.

并举例说明新结果的应用
。

关讨词 分析力学 非完整系统 第一积分 动力学逆间题

一
、

引 言

在W h i讥 a k e r 的经典著作
〔‘’
中

,

提到 B er tr a n d 于1 8 5 2年得到的一个定理
: 巳知系统

的一个第一积分
,

可确定作用在系统上的力
.

假设力仅依赖于坐标
,

而不依赖于速度
.

这是

有关动力系统积分的一个重要性质
,

同时又是一个重要的动力学逆问题
.

著作 [ 1」指出 : “

但

是
,

这个积分不能随意选取
,

而必须满足某些条件
. ”

尽管如此
,

这种只用极少信息就可以研

究动力学逆问题的方法仍是一个柑当好的结果
.

近年
,

苏联学者r a 二 H y 。二。 ,
在他的著作〔21

中
,

引入E p y r , H函数
〔“’,

将这一结果加以推广
,

然而
,
这些研究仅限于完整力学系统

.

本文试 图将B e r衍 a n d 的这个定理推广并应 用于非完整系统
,

从而得到非完蓦系统积分

的一个重要性质
,

并解决非完整系统的一个动力学逆问题
.

首先
,

将非完整系统带乘子的方

程表为显式
,

并将其当作有条件的完整系统力学何题来研究
,

得到一个二阶常微分方 程 组
.

其次
,

将给定的积分对时间才求导数
,
并引入 E p y r , ,

函数
,

得到一个二阶常微分方程 , 利

用前面的二阶微分方程组消去广义加速度而得到一个包含广义力的
,

关于坐标
、

速度和时间

的方程
.

最后
,

由这个方程得到确定广义力的代数方程组
,

解此方程组便可确定广义力
.

本

文给出两个例子来说明新结果的具体应用
.

二
、

非完整系统运动方程的显式

设力学系统的位形由
,
个广义坐标q ,

(s = 1 , 2 ,

⋯
, , ) 来确定

,

在系统的运动上施加有g 个

理想任eT ae
B
型非完整约束

f , (q
, ,

空
, , t) = o (刀二 1 , 2 ,

⋯
, g , ; ~ 1 , 2 ,

⋯
, n ) (2

,

1 )

.

樊大钧推荐
.

国家自然科学基金资助课题
.
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系统的运动方程可表为R o u th方程形式
「‘’

d aT 刁T

d t 刁空
。

a q a
= 0

.

+ E 与靛
一

(s 一 ‘
,
2

,

”
” ,

(2
.

2 )

其中T为系统的动能
,

Q
,

为广义力
,

与为不定乘子
.

方程 (2
.

2) 可展开为显式
〔‘’,

有

乙 A
* 。壁。 + 艺 E [k

, m , s ]空。空。

介 . 1 价 二 1

= 价(旦夕
全

宕二宝、 d q a

一

豁
, 。+ Q一黔

+

凳
一

愈争
。+

卖唱二
- 一 ‘ 护 一 ‘

(s = 1 , 2 ,
⋯

, ”)

其中 月
8 。= 月, .

=
日r ‘

犷 m’牛 三

二艺
. 一

口q .

a r .

日q 为
B

a 日r -

石
’‘

常
a r ‘

刁t
T 。

1
‘

六 a r ‘

万台
m ‘不而

(2
.

3 )

日r ‘

刁t

这 里m ‘
为系统中第‘个质点的质量

, r .
为它的矢径

,

N 为质点的总数目
.

「*
.

m , ; 〕一汀掣钾 + 奥李
生 一

掣孕丝、
‘ 、 0 9 饥 0 9 份 o q . I

(2
.

4 )

为系数A * ,

的第一类C h r io t o ffe l记号
.

由(2
.

5 )解得广义加速度

, : 一

鑫鲁{
一

立鑫
“

, m , ·〕树
· +

鑫(瓷
-

一

瓷
一

+

会
一

卖鲁
竺 。。+

卖
孙
会}

- 一‘ 尸 一 ‘

瓷)
“·+ 。

’

(I== 1
,
2

,
⋯

, ”
’

) (2
.

5 )

其中么= IA
, .

1今。
, 八。为△中元素(s

,

l) 的代数余子式
.

将约束方程(2
.

1) 劝求导数
,

得到

于了
.

旦二
二

岔 、口q ‘

。‘+

器
。;

)鲁
一”

(r == 1
,
2

,

⋯
, g ) (2

.

6 )

将(2
.

5) 代入(2
.

6) ,
得到为确定乘子与的代数方程

绘研鑫器叶鲁
.
矛
‘
一唾议一a

惑鑫
;

氢乎

+

鑫釜鑫捌
一

主妙
, : 〕。, , 。+

鑫(
日B 否

日q ,

日B
,

\
.

万石万)q
“

‘

+ Q
:

+

会
一

瓷
一

鑫牛
“。

}
一 ”

(r = 1
, 2 ,

⋯
, g ) (2

。

T )

由于(2
.

1) 满足叮
。 T a e :

条件
,

故未知量朴的系数矩阵(口f , / d空‘)的秩为g ,
于是解方程(2

.

7) 得

到

几, == E
a , 。

(g
,

空
, t )Q

。

+ b , (。
,

空
, t) (2

.

8 )
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将 (2
.

5) 代入 (2
.

5 )
,

便消除了乘子标
,
得到

n
个二阶常微分方程

.

这
n
个二阶方程称为相应完

整系统的运动方程
.

当初始条件满足非完整约束(2
.

1) 时
,

相应完整系统的解就给出原 非 完

整系统的运动
.

三
、

广义力的确定

假设已知非完整系统的一个积分

o, (g
: ,

空
a 一t) = C (; = 1

,
2

,
⋯

, n ) (3
.

1 )

其中。对其所有变量有连续的偏导数
.

当C为任意常数时
,

(3
.

1) 为系统的第一积分 , 当C为

某固定常数时
,

(3
.

1) 是系统的特殊积分
.

设广义力Q
。

不依赖于广义速度
,

我们根据(3
.

1) 来

确定这些广义力
.

将 (3
.

1) 对t求导数
,

并引入E p y r H H函数
,

便有

睿(
一

豁
‘

+

霖
,
·

)
+

祭
一’ (“

,

‘
, ‘’

(3
.

2 )

其中巾称为E p y r , H函数
.

当C为任意常数时
,

有

中 = 。
’

当C为某 固定常数时
,

巾为满足

巾}
。 。口 = O

的任意函数
.

E p y r 二 H 函数的引入
,

对研究 动力学逆问题
,

划运动系统具有重要意义
「2 ’.

将(2
.

5 )和 (2
.

8 )代入(3
.

2 ),
消去壁

: ,
得到

(3
.

3 )

(3
.

4 )

特别是建立稳定系统和构造规

鑫感孚箭
Q

·

+

鑫斋
, : +

晋
一 ,

+ 安粤受单万
二

o 蟹‘
二 。 ‘

一乙 云 〔‘
,

钩
价 . 1 介 . 1

·:。。, 。+

鑫(
aB 。 。B

。

、*

石可 一
而石)

, 扮

.

a T
。

aB
。

二 aA
。 :

, .

弄 「

十 1 花挤
一

一
声

飞石一一 ZJ
~

一三I一一 q 奋十 2‘ l
。 , e 。‘ 杯二 0 1 舀 i L

习
a , , (g ,

夕
, t )Q ,

+ ”, (“
,

‘
川箫}

一。
(3

.

5 )

将(3
.

5 )简写成

乙
a ,

(。
,

空
, t )Q

:

+ b(。
,

空
, *) 一巾二 o (3

.

6 )

其中

箭
+

鑫箭鑫争身
夕,

af ,

口q 。
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“一

鑫斋
么+

半
+

鑫备鑫乎
+

鑫(蹂
一

淤
一

卜
+

会
一

赞

( 么 二
, ,

1一山 乙 LR , m ,

价 . 1 今 . 1

s」空。空。

_
令卫丝

丝

言 。t

‘·+

户
“尹

器:
一

} (3
.

7 )

关系(3
.

6) 仅包含q , 空和才
,
它对出现于其中任意独立的量应是一个恒等式

.

因此
,
它

,

对

任何一个空
。的偏导数应等于零

.

根据假设Q
,

不依赖于广义速度
,

于是得到

E
. = 1 条

Q
·
+ Ob O中

石 王一 一 不万厂 =
二
U

0 梦西 o q 奋
(寿= 1

, 2 ,
⋯

, n ) (3
.

8 )

方程(3
.

5) 就是我们得到的为确定Q
。

的。
个代数方程

.

解此代数方程组
,

便有可能确定广

义力口
, .

如果给定的积分(3
.

约是系统的一个第一积分
,

即C为任意常数时
,

则 (3
.

8 )成为

鑫会Qa+ 蛊 o (k = 1
, 2 ,
⋯

, n ) (3
.

9 )

上述结果可归纳为如下定理
.

定理 若巳知非完整系统 (2
.

1 )
、

(2
.

2) 的结构
.

假设广义力不依赖于速度
,

当已知积分

(3
.

1 )为第一积分时
,

系统的广义力Qa 曲 (3
.

9) 确定 , 当巳知积分(3
.

1) 为特殊权分封
,
广义

力Q气由(3
.

8 )确定
.

根据上述定乳 就有可能在仅仅知道~ 个积分 (无论是第一积分
,
还是特殊积分) 的情

况下
,

来确定非完整系统的广义力
.

这个定理可称为非完整系统的广义B er 衍 a n d定理
.

广义B er 衍 a n d 定理
,

一方面揭示了非完整系统积分的一个重要性质
,

另一方面为解非

完整系统动力学逆问题提供了一种重要而又简便的方法
.

如果系统没有非完整约束
,

且已知

积分为第一积分
,

则广义 B e r tr a
时定理成为 B e r tr a班d 原来的定理

王” ; 如果系统没有非完

整约束
,
且巳知积分为特殊积允 则广义 B e r 衍a n d定理成为 r a 二。y JI 二。 H的定理

‘2 ’.

必须注意的是
,

由方程(3
.

5) 或(3
.

9) 不一定能够唯一地确定所有的 Q
, .

这是因为
,

第

一
,

当已知积分弋3
.

1 )为特殊积分时
,

方程(3
.

8 )中出现E p y r 耳二函数少对女
。的偏导数a中/ 。如

,

而中除了满足条件(3
.

魂)外
,

仍是任意的多 第二
,

如果已知积分 (3
.

1) 中不是所有空
。(k一 1, 2 ,

⋯
, 。)都出现的话

,
方程(3

.

8) 或 (3
.

9) 的数目就小于
。 .

在这些情况下
,

为最终确定广义力
,

必须施加其它补充条件
,

例如关于稳定性
,

或优化的限制
.

四
、

算 例

为说 明上述结果的具体应用
,

我们给出以下两个例子
.

例1 设某非完整系统的位形由三个广义坐标 q ; , 叽和叽来确定
,

系统的动能为

:
,

一

合
。、。: + , , 十““,

它的运动受有一个非线性非完整约束

t4
.

1
一

)

了= 公 + 奴 一云空
U

(4
.

2 )

其中
a , b为常数

.

已知系统有一个第一积分
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1
。 =

户

石,川Lq 艾+ q 艾+ q ; ) + m g q s二 h
‘

5 1 1

(4
.

3 )

其中g 为重力加速度
,

h为任意常数
.

我们利用广义 B ert ra n d定理来确定 问题的广义力Q
, ,

Q3 .

假设它们仅依赖于坐标
.

首先
,

利用(2
.

7) 求出不定乘子只
,
由动能表达式 (4

.

1) 知

寿= s

L掩
, s == 1

,
2

,
3

,

)
k今 s

价0’户.
.

‘.、

一一加
A

认而

s ~ l

s今 l
(s

,

l二 1 , 2 , 3 ) (4
.

4 )

]�切o
夕

蕊
‘.、

一一�Aal
一

A

以及

又

[k
, m , s ] = 0 ( 4

.

5 )

B 。
= o一 T 。= o ,

由约束方程 ( 4
.

2) 得

OA , ,

0 t
( 4

.

6 )

黔
一 2全

1 ,
一

毅
一

: 2么, 一

歇

瑟
一 。 (一 ,

, 2 ,
3 )

,
一

名弄
一 。

一
2

求
‘

3

!
{

( 4
.

7 )

将 (4
.

4 )、 ( 4
.

7 )代入 ( 2
.

7 ) ,
得到

洽!
( 2空

,

)
2
+ ( 2空

:
)

2
+
(
一 2
言:。

:

)
2

〕
+
孟{

2。:
口

; + 2 , :Q Z 一。
芸:夕

3Q 3

〕
一 。

由此解得

一空, Q , 一空2Q
2 + a Z b一 2夕:Q

s

2 (空呈+ 空委+
a 4b 一 ‘

空吞)
( 4

.

8 )

其次
,

导出形如( 3
.

6) 的代数方程
.

问题的R o u t h方程为

m 璧
:
二 Q

: + 2几夕
: ,

将又4
.

8 )代入( 4
.

9 ) ,
得

m ,
: 一。: + 2 ; 。{

, 。。
3 一。

。一 2
唁二。

:

( 4
.

9 )

。。
; 一 Q , + ‘,二飞热{隽纂舒

夕
3

Q
。)

m , 2 一。
:
+ 免(二忿纸}粽镶

空:
Q
。)

( 4
.

1 0 )

m q : = Q
。一

a . b 一2
空3( 一空;Q ; 一空: Q

: + a场
一 2空:

Q
: )

空f+ 空璧+ a 4b
一 4空互

将第一积分( 4
.

3) 对t求导数
, 因h为任意常数

,

故 E p y r H 二函数为零
,

我们有

m (空
;
q : + 空

2
女: + 空: 女

:
) + m g 空: = 0

将 (4
.

1 0 )代入( 4
.

1 1 ) ,
并利用约束 ( 4

.

2 ) ,
得到

女,
Q

: + 空:
Q

: + 空sQ
: + 杭夕空。= 0

这就是形如 ( 3
.

6) 的代数方程
.

( 4
.

1 1 )

( 4
.

1 2 )



史 荣 梅 凤 翔

最后
,

方程(3
.

9) 给出为

Q ; = 0 ,
Q

Z = 0 ,
Q

: = 一 m g

问题归结为经典A p p el l例“’的逆问题
.

如果给出问题的一个特殊积分为

。 = 空
;

/ 空
:
= 1

贝叮(3
.

6 )给出

(4
.

1 3 )

(4
.

1 4 )

Q
;

空
: 一 Q : q :

m 夕孟
一巾 = O (4

.

1 5 )

或写成

Q
;

空: 一 QZ空, 一小
, 二 o 〔4

.

1 6 )

其中

巾 ; = 仇空呈中 (4
.

1了)

而(3
.

5 )成为

。 a巾
, _

~ a小
. _

a小
1

一 Q
, 一 毛冬些 = O

。

Q
l 一三舟里 二 O, 一三花人

一

= O (4
.

18 )
呢

2

0空: 一矛 ”
‘

o q : “ ,
0空

s

将 (4
.

1 8 )前两式代入 (4
.

16 ) ,
得到

a巾
,

二 0巾
. _

~

装
L空: + 去玉

皿空2 一巾 : = 0
.

(4
,

29 )
0空: , ‘ ’

口空: 1 乙

考虑到(4
.

1 8 )最后一式
,

上述方程通解可表为

。 ; 一 。: , (今
, 。: , 。2 , 。3 , ,

、 (4
.

2。)
1 乙了 、空

: ’ , 二’ , 乙 ’ , 舀

”护

其中甲为任意函数
.

但按 E p y邝
H函数的要求

,

有

小 }咬
;
/咬

2二 1 = o

即

切(1 , 口1 , 口2 , 9 3 , t ) = 0 (4
.

2 1 )

例如
,

可取 。
, 一、空: 一空: )功、。: , 。: , 。3 , t) (4

.

2 2 )

其中势为任意函数
,

于是油(4
.

1 8 )得

Q : = Q : == 势(g : , g : , 9 3 , t ) (4
.

2 3 )

因此
,

当给定特殊积分(4
.

1 4) 时 , 不但不能求出全部的 Q
。

(: = 1, 2 ,
3 ) ,

而且 O
, ,

O : 只是满

足 (4
.

2 3) 的任意函数
.

例 2 一雪撬在水平面上滑动
.

雪撬质心C在平面上的投影和雪撬与平面的接触点 相 重

合
,

令。和J分别表示雪撬质量和它对质心的转动惯量
.

系统的位置由3个参数确定
:
质心在

平面上投影的坐标(x
,

妇以及雪撬对称轴与固定轴ox 的夹角0
.

系统的动能为

: 一粤
m (*

,

+ ,
,
、+ 吝, ‘

,

乙 乙

(4
.

2 4 )

所受非完整约束为

了= 纷一毖tg e= 。

已知系统的一个第一积分

(4
.

2 5)

1
, . ,

二
。 、 .

1
, : , . , , ,

。 = 万优恃
一

十 军
“

)十 了J 份
“

十犷 Lx
, y , 口矛= 扮

石 石

(4
.

2 6 )
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假设广义力Q
, , Q , , Q ,

仅依赖于坐标
.

试确定这些广义力
.

令 q : = x’ q Z = y , q : = 0 ,
通过计算

,

容易得到(3
.

6) 的具体表达式为

“I
Q

I + “2 Q2 + 。3
Q

3 +

器
。二+

釜
。2 +

需
。3 一。

(4
.

2 7 、

这是因为h为任意常数
,
巾二 o ,

而(3
.

9) 给出

Q 几+

蛋
一。, QZ +

器
一 。, Q 3 +

器
一。

由此得到广义力

0
.

二 _
_

丝
_

门
_

= _
鲤

_ _ _

门
_

_ _ 丝
_

’ ‘

。口l ’ 气
‘

a口
: ’ ,

吕

a口
s (4

.

2 8 )
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(1 9 86 )
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.
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