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摘 要

本文从 v on K ar m 如 板大挠度方程出发
,

在双重三角级数解的基础上
,

提出一种简单
、

快

速和有效求解双向压缩简支矩形板后屈曲平衡路径的迭代算法
.

关抽词 矩形板 后屈曲平衡路径 迭代法

一
、

引 言

研究薄板结构初始屈曲性态和后屈曲平衡路径
,

对于充分认识和 利用其潜在的超载性能

具有十分重要的意义
.

近20 年来
,

人们对单向压缩简支矩形板后屈曲平衡路径的研究 已有很

多工作
,

例如
,

文献〔」
.

”5]
.

在这些研究工作中
,

采用的方法是取几项满足边界条件的挠度

试函数
,

利用 G al er ki n 方法
,

能量法或加权残值法
,

导出试函数的系数所满足的非线性

方程组
,

再利用 T h o m p 。。nt 。’的广义坐标参数摄动法
,

近似地求解出后屈曲平衡路 径 的 2

级
,

4级或 6 级渐近解
:
或是采用 N e w t o n 一R a p h 。。n 迭代法直接求解三角级 数解的系数

所满足的非线性方程组
.

相比较之下
,

双向压缩简支矩形板后屈曲性态分析的研究工作则并

不多见
.

文〔7j 取一项试函数
,

用能量法对双向压缩矩形板的后屈曲问题进行了探讨
.

文〔sj

采用摄动法
,

以最大挠度为摄动参数
,

导出了后屈曲平衡路径的一个 4 级近似解
.

但此解却

不具有双向压缩简支矩形板后屈曲平衡路径的一个对称性质 (参见第四节)
.

本 文 从 v o n

K ar m a n 板大挠度方程出发
,
在双重三角级数解的基础上

,

提出一种简单
、

快速求解 双 向

压缩简支矩形板后屈曲平衡路径的迭代算法
.

计算结果表明本文方法是非常有效的 , 且证实

了双向压缩简支矩形板后屈曲平衡路径的对称性质 (参见第四节)
.

一 算 * 卞 想
一

、 亡士全 沪 , , / J , 石工 舀

假设四边简支矩形板受双向压缩作用
.

选取如图 1 所示直角坐标系
,

其中
: a ,

6分别表

示矩形板的长度和宽度 ; 九
,

九表示沿
x , , 方向作用的均布压力

.

在下面
,

我们记a为载荷

.

国家自然科学基金资助的课题
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薄板的大挠度性态由著名的
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为板的弯曲刚度
, E , ,

为弹性模量和 P oi 朋 。n 比
,
h为板的厚度

.

。和 甲表示挠度函数和应

力函魏 简支矩形板受双向压缩作用的边界条件为
:
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定解问题(2
.

3 )、 (2
.

4 )即可用来研究双向压缩简文矩形板的后屈曲性态
.
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三
、

双重三角级数解和迭代法

利用双重三角级数法
,

假设(2
.

3) 、 (2
.
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的非线性方程组为
:

3 2D . 。切。 。

+ R 。 二
= O (m = 1

,
3

,
⋯ , n == 1

,
3

,

(3
.

3 )...)

刀 , ,
=

(m Z + 口
2 n 2 )

“

几
+

(优
Z

p
:

+ n Z笋, )
兀2

(
’一 ‘

’
‘

,

、n = 1
,
3

,
’ ) (3

.

4)

R 。
,
= 乙

, 二i , 3
[军 (砂 一 。。)2。 , 。中。

一 , , , 一。+ 公
q 二 1 , 3 . = 1 , s

(。 + , 。)2田 , 。, ,
一 , , ·

;
。

〕

+ 乞
_

[
C心

(, 〕

E (。户+ 。。)“断
。甲。 十 , , , 一 。+ E (

n p 一‘。)
2 , , 。

八
, , , ” + 。

护. 1 一3 . 司 , 3 q = 1 , 3
」

一..‘J

价琳留
、、少‘

q脚一那十路阴

,

习出

q

十+旅叭币功r扑+q川+仃州
SE么r卜.es�8艺色+



乔 宗 椿

乙
一

1 , 3

‘二+ 。·+ ·, , ’, , ,

⋯ ,

一
+ ,

象
‘。

·+ 。

一
, ,

’。 , ,

⋯, 二

一〕
厂IL

OOE鸣
+

0 0 叹,

艺 兄
= 0 , 2 . ‘ 0 ,

(川 s 一 n r )
“切 。 十 , , 。 + , 切 , ,

(阴 二 l
,
3

,
⋯ , n 二 1 ,

3
,
⋯ (3

.

5 )

易见(2
.

4a)
、

(2
.

4b) 的前三个条件是满足的
.

由(2
.

4a)
、

(2
.

4b) 的第四个条件推得 :

歹
。
== 一夕

: ,

万, , 一户,
‘

(5
.

6 )

这样
,
如果由(3

.

3) 求得 w 。: ,

则我们就求得了定解伺题 (2
.

3) ‘ (2
.

4) 精确的双重三角级 数

解
.

但(3
.

3) 是一无限维方程组
,

因此在实际求解中
,

我们只能取(3
.

3) 的前有限 项 进 行 求

解
,

再不断增加方程组的个数
,

通过计算来判断解是否巳收敛到(3
.

3) 的真解
.

不失一般性,

假设选取(3
.

3) 中的二
, 。
的上限分别取为ZM 一 1和ZN 一 1

.

记

功(‘
,

j)兰。: ‘_ , , : , _ : , 甲(i , j)“中2 (‘一 : ) , : (卜 : )

R (f
,

j)三R : ‘_ : , : 卜
: ,

D (i
,

j)二 D : . _ : , : , _ : } (3
.

7 )

则我们可以推得(3
.

2) 、 (3
.

5) 的前有限 项 用 功(i,

形式为
:

)
, 切(i

, ,

R (i,
j)和 D (f

,

j)表示的

甲(1
, l) = 0

·(‘
, 1卜。(‘

,
1 )

睿
(2‘一‘, 2

1E 叨 (‘
,

l)。(‘一存
,

l)

(‘= 2 , 3 ,
⋯

,

M )飞.J‘

、少
J‘.口

肚 ~ ‘+ 1

+ Z E ‘ (存, l)功(‘+ 介一 1 ,

切(‘, 1 )“ B (‘
,

1)艺 (2 1一 1 )
2

艺 脚(k
,

l)。(i一寿
,

I)
扮 . ‘一万

(i = M + 1
,

M + 2
,
⋯

,
ZM )

切(1
,

j) = B (] , j)兄 (Zk 一 ] )
2 [馨

。 (“
,

I)切 (为
,

j一 l)

N 一了+ !

阴(“
,
‘, , (,

,

‘+ ‘一 , )

」 (j二 2 , 3 ,

一
,

N )乙问9曰+

甲(1
,

j) = B (1
,

j)乙 (Zk 一 1)
2

习 叨(k , l)。(左
,

j一 l)
弓. J一万

(j== N + 1, N + 2 , ⋯
,

ZN )

r‘一王 r , 一 i

切(‘
,

‘’一 “(‘
,

‘, t署L石
〔(‘一 ‘’(2‘一 ‘’一 (‘一 ‘’(2舜一 ‘’〕

’‘(介
,
‘,“(‘一“

,

’一‘’

万一夕+ 1

+ 2 乙 〔(i一 1)(21一 1 )+ (j一 1 )(2‘一 i) 1
2 , (存

,

l)。(‘一介
,

j+ l一 1 )〕



双向压缩简支矩形板后屈曲平衡路径的迭代算法 49 3

lseL广wellweesweeseees.eese+ 2 ‘

玄
‘

)
奋 出 1 一

艺 [ (i 一 1 )(2 1一 1)+ (j一 l)(Zk 一 1 )〕Zw (寿
,

l)w (i+ k 一 1
,

j一 l)

N 一 J + 1

+ 2 兄
〔(‘一 ‘, (2‘一 ‘, 一 (‘一 ‘, (2“一 ‘, 〕

“w (“
,
‘, , (‘+ “一 ‘

,

‘+ ‘一‘,
〕}

(泣= 2 , 3
,

一
,

M ; j= 2 ,
3

,
⋯

,

N )

切(i
,

j) = B (i
,

j, 1
:

只 乙 【(‘一 1 )(2 1一 1)一 (j一 1 )(Zk 一 z ) ] Z w (庵
,

l)w (i一 k
,

j一 l)
·

乙
.r.吠性

、

皿 ~ ‘+ i

〔(‘一 1 )(2‘一 1) + (‘一 , )(2“一 “)〕
2切 (“

,
‘,功 (‘+ “一 ‘

,

‘一 ‘)
〕}E润Q�+

( i = 2
, 3 ,

⋯
,

M , j= N + 1
,

N + 2 ,
⋯

, ZN )

* (‘
,

, 。一。 (‘
,

, )
{
。

全
,

[乙 [ ( i 一 1 ) (2 1一 1) 一 ( j一 1 ) (2寿一 1 ) 〕
2。 (秃

,

l) w ( i 一天
,

j一l)

N ~ J + l

〔(‘一 ‘, ( 2 ‘一 ‘, + ‘, 一 ‘, ( 2“一 , ,〕
“, (k

,
‘, 山“一 k

,

, + ‘一 ‘)
〕}艺间,�+

(才= M + 1
,

M + 2 , ⋯ , ZM ; j= 2
,
3 , ⋯

,

N )

肚 N
,

切 (‘: j) = B ( i
,

j) 乙 乙 [ ( i 一 1 ) (2 1一 1 ) 一 (j一 1 ) (2点一 1 )〕‘切 (k
,

l)功 ( i 一 k
,

j一 l)
万 . ‘一盆 王= J 一 万

( i = 对 + i
,

何 + 2
,

⋯
, 2材 , 了= 片+ i

,

万 + 2 ,
⋯

,
2万 )

3 2 D ( i
,

j)脚 ( i
,

j) + R (矛
,

j) = o ( i = 1 , 2 ,
⋯

,

M , j== 1
,
2

,

⋯
,

N )

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

D ( i
,

j) =
- 〔(万 一 1 )

2 + 刀
2
( Zj一 1 ) “]

2

几

(2‘一 1 )“p
:

+ ( Zj一 1 ) “p ,

一

—
—一补
—

一

—
- ( 3

.

10 )

R (‘
,

‘)一

鑫{
才

乙 [ ( Zj一 1 ) ( Zk 一 1 ) 一 (25一 l ) ( 21一 1 )〕
2。 (k , l)甲 (‘一 k + 1

,

j一l+ i )

+ 习 〔( Zj一 1 ) (Zk 一 1 ) + ( 2 1一 1 ) (2 1一 1 )〕么w ( k
, l) 尹(卜 k + 1 ,

j+ l)

万一 了+ l

+
石

〔( 2‘一 ‘, ( 2 , + 2‘一 3 , 一 ( 2 , 一 ‘, (2“一 ‘, 〕‘? (“
,

‘+ ‘一 ‘, 甲“一“+ ‘
,

‘,

}

+

鑫{愈
〔( 2 , 一 ,

·

) (2“一‘, + ( 2‘一 , , ( 2‘一‘, 〕’? (“
,
‘, 切(‘+ “

,

‘一‘+ ‘,

+ 乙 [ ( Zj一 1) (2 花一 1 ) 一 ( 2‘一 1 ) (2 1一 1 ) ]“, (九
,

l)甲(东+ 介
,

j+ I )



49 4 乔 宗 椿

N _ J + 1

〔(2‘一 1 )(2 , + 2‘一 3 ) + (2 , 一 1 )(2“一 1 )〕2叨(“
,

, + ‘一 , ), 〔‘+ “
,

‘)

}

{鑫
〔(2 , 一 ,

一

, (2‘+ 2“一 3’

乙冈+

盆 一 ‘+ 1

乙润+

一 (2 1一 1 )(2 1一 1 ) ]
2叨(i+ 吞一 1 ,

l)甲(k
,

j一 l+ 1 )

+ E [ (2‘+ 2几一 3 )(Zj一 1 )+ (2 1一 1 )(2 1一 1
.

) ] ’。(‘+ 掩一 1
,

l)甲(掩
,

j+ l)

N _ 了+ 1

+ 4 E [ (2 1一 1 )(l一 1) 一 (Zj一 1
一

)(k 一 1) ]
“

·

田(‘+ 、一 1
,

, + ‘一 1 ), (“
,
‘)
} (3

.

1 1 )

在这里我们已采用了下列记号
:

B (1
,

j)三 1/ 4刀
4 (j一 1 )

2

B (s
,

1 )二 i/ 4(s一 1 )
“

B (宕, j)三 1/ 4 [ (s一 1 )
艺

+ 刀
2 (j一 1 )

“

〕
2

(j= 2 ,
3

,
⋯

, ZN )

(‘= 2 , 3 ,
⋯

, ZM )

(i = 2 , 3 ,

⋯
, ZM , j= 2

)
(3

·

‘2 ,

,
3

,

⋯
,
ZN ) )

在板壳后屈曲性态分析中
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,
1 1 )为中心挠度的不同的 值

,
P

二

(I )
, w ‘I , (i,

i) 为中心挠度值是切
。

(I) 时所对应的值 (通常 功。

(I I) 《东0)
.

这样
,

本文的迭代算法可表示

为
:

功 (o , ‘)(i
,

p二
。) (1 ) =

= 0 , 功(o , ‘) (1
,

1 ) = 田
。

(1 )

二么(1 + 刀2 )2 「
, .

几 R ‘0 , ‘, (1
,

1 ) 1

丽丈I千硕乐
~

L
工

个万或I干刀
‘厂

一
月

石瓦万巨;
一

丁了」

切 (“, ‘) (1
5 感

瑟毛梦斗愁寿
一

““>2)
卫 N

。‘七, ‘’(1
,

1 ) = 。
。

(1 ) 一兄 云 。‘七, ‘, (‘
,

班 一 1 索一 1

‘+ J) 2

, 1.且」
、,了�、

,
矛

1,�l,
P毒

k , ( 1) = 一
r Z ( 1 + 刀

2 )
“

几( 1 + a夕
2

) 1
1 + 几

3 2 ( 1 + 刀
z
)
“

R ( 七, ‘) (
切 ( 舌, ‘) (



双向压缩简支矩形板后屈曲平衡路径的迭代算法

功 (o , I )(i
,

j)二脚 (矛一蕊, (玄,
’

j) + [功 (I 一‘)召
, j)一叨笼卜 2户(i

, j)〕

盆 万

功 (o
, J) (1 1 ) = 。

。

(I )一E E 。‘. , 了, (‘
,

. 一 1 . 一 ,

f + 了> 2

(I )

-

佘摇矛!
‘+

,卜 一

箭址斗

3 2 (1 + 刀
2 )2

R (0
, 了少(1

,

田 (o , 矛) (1
,

切 (. , 矛) (‘
,

(i+ j> 2 )

盆 N

阴 (气了, (1
, 1) = 。

。

(I) 一 E 艺 。 ‘“, 才’(i
,

‘ 一 1 矛一 】

(I )
二2

(1 + 刀
“

)‘

之(z + 叨
2) 3 2 (1 + 刀

2)“
R ‘七 , , )

叨 (合 , I)

2+川!

应指出的是前面定义的夕
:

(I)
, 功“ , (‘

,

力即是瓦
兔’(I)

, 。‘考
, I , 迭代收敛值

.

四
、

计算结果分析与比较

由上一节的迭代算法可以看到
,

与 N e w 七o n 一R a p h s o n 迭 代法相比较
,

本文的算法不

涉及到求 Jac o bi 矩阵和求解线性方程组
,

仅是加
、

减
、

乘和除的运算
,

因而此 迭 代 法 比

N e w to n 一R aP h肠n 迭代法简单和快速
.

我们在 V A X 一 ] 1 / 7 5 0 计算机上进行了具体的计

算
.

计算结果表明本文的迭代算法是非常有效的 (迭代收敛准则控制数取为10
“ “,

P oi ss o n 比

取为。
.

3)
.

表 1 列举了迭代解 (对a == 1
,

刀= 2的情形) 随着方程组的个数增加的变化
、

收敛

情况
,

其中表中的符号
“

一
”

表示迭代解已稳定等同于方程组个数少时所得到的迭代解
.

由表

中的结果可以看出
:
仅取几项三角函数作为挠度函 数

,

所得出的结果是有很大的误差
,

特别

当中心挠度比较大时
.

应该指出的是
:
对于长

、

宽
、

载荷比分别为
a ,

b
, a和6

, a ,

1/ a 这两

种情形
,

由对称性分析
,

或者从将坐标轴旋转90 度的观点来看
,

这二种情形事实 上 是 等 价

的
,

其平衡路径应仅相差一个常数倍因子
.

具体来说
,

采用本文的无量纲量
,

易验证
:
如果

记P萝和片
.

分别为参数为(a
,

刀)和 (1/ a ,

1/ 刀)两种情形下对应于中心挠度为w 。

时的压力值
,

则存在关系式
: P竺

朴 二胡
。
P竺

.

而文〔81 的结果 (式(2 5) )则不具有此对称性质
.

表 2 的结果证

表1 压力值P. / Pc 的迭代娜随方程组幼加的变化和M 二 9时的

迭代次救(P
。二0

.

2 82 4 4
, a 二 i

,

尹= 2
,

迭代步长为0
.

1 )

1
.

004 64

1
.

11 602

1
.

4641 0

2
.

0442 2

2
.

8564 0

3
.

90062

5
.

1 , 690

1
.

113 7 7

1
.

43 9 , 9

1
.

9907 9

2
.

7 968 7

3
.

842 , 7

5
.

08442

1
.

1 1369

1
.

434 7 5

1
.

94 520

2
.

63863

3
.

4 9346

4
.

4842 1

MMM = 111 M = 222 M = 333 M二 55555 M一

{{{
M = 999 迭代次数数

11111111111111111111111111111
.

1 1369999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999

111
.

004 6444 1
.

113 7 777 1
.

434 7 555 1
.

礴洲8999 1
.

9 469999

⋯
3

三
,

{{{i
:

⋯⋯
222

111
.

11 60222 1
.

43 9 , 999 1
.

94 52000 1
.

946 9888 2
·

6 4 5 2 4
}}}匕咚

,

,照卿 !!!!! 444

111
.

4641 000 1
.

9907 999 2
.

6386333 2
,

6452111 ”
·

5 0 5 0 6
}}}}}}}

666

222
.

0442 222 2
.

7 968 777 3
.

4 934666 3
.

弓052 000
‘

产
·

努明i
,

{{{{{{{ 555

222
.

8564 000 3
.

842 , 777 4
.

4842 111 4
.

48 93333333333 666

333
.

9006222 5
.

08442222222222222 777

555
.

1 , 69000
卜

“
, 、

:::::::::::::

1 0
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裹2

乔 宗 椿

压力位九/ Pc 在. 傲为a ,

刀和1 /a
,

l/ 刀两种愉形下的迭代娜 (M 二N · 5 )
‘. . . . . 目 , , . . . . . . .

一
山州. 曰‘. . . 口. . .曰. ‘ ,

~
. . . 曰‘, 目 . . . . . . . . ; J . 自. . . . . . . 月. . . 留. . . . . ‘. . J . . . . . . . . . . . .

‘
. . 、. ‘ . . . . 日 . . 门 . ‘门 . 口

.
. 到 . , 曰曰. ‘口. 州. ‘‘帕州. 幽‘. 国口 . . . 口曰. 曰. . ~

2
.

0

2
.

5

3
.

0

a = 2
.

0

夕二 0
.

5

1
.

0046 4

1
.

1 12 86

1
.

4 292 9

1
.

948 17

2
.

6 5189

3
.

49 426

4
.

4 33 59

a = 0
.

5 a 二 1
.

0

夕= 2
.

0 夕“ 0
.

5

1
.

0 046 4

1
.

1 1 369

1
.

4 3489

1
.

94 698

2
.

6 4521

3
.

50520

4
.

4 89 3 3

a = 1
.

0

夕= 2
.

0

a 二 2
.

0

p = 1
.

0

1
.

0034 1

1
.

08550

1
.

3442 0

1
.

7 82 65

2
.

4 1 002

3
.

23208

4
.

2 3 6 09

a 二 0
.

5

夕二 1
.

0

�一
/�,占目岛�“�曰j

叭�nU内助,山曰上

15
.

06 35 0
.

470 7 3 4 18
.

07 6 2 、 0
.

2 82 4 4 1
.

20弓08 2
.

4 1 016
.

乃
lr

⋯
” , 二

匕
.

~ :l
~

二 , . r

二
‘

.

_ _ _
.

~
_

.
_

.

⋯
}

一
{
-

一
_

一一
实了我们上述分析得出的这种对称性质

.

图2、 4给出了后屈曲载荷一中心挠度曲线在不同载

荷比a和长宽比刀的计算结果
.

可以看出
,

双向压缩矩形板的后屈 曲平衡路径随刀的变化比 随
a的变化要敏感得多

.

作为本文的一个特例
,

取 a = 。
,

则矩形板受双向压缩退化为矩形板受

单向压缩且非加载纵边可移的情形
.

图 5 给出了单向压缩非加载纵边可移方板的屈 曲平衡路

径与文〔3」结果的比较
,

可见二者的结果非常的一致
.

一一
’’

冲冲 ’

二二

/
厂

二铆 }
创尹 r , 户产 ‘尸 L

洲尹产 , 产 一 / ‘二- n l

井夕
“ 一

‘’

⋯
, l, .

_
.

_ .

_
_

_ 七
_

.

_
_

_

_
_ , 」 一 _ J二‘

.

3
.

0

圈2 不同今教下的压力一中心侥度曲钱

O O

图石 不同奋教下的压力一中心镜度曲线

门
l

||1
1

乙- C

二二, , 子 口碑 洲 .

一
碑沪口

尹 / 尸
尹
/ .

子 ‘

产

0 O

田4

3 O

一一
““

不筒勿橄卞的压力‘中心倪度曲钱 田6 本文结泉与文〔不1给果的比较
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