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摘 要

本文研究了不对虚位移附加任何限制条件的非完整系统的守恒律和对称性之间的潜在 关 系
.

得到了 V a 。。。动力学的 N o e ther 定理和逆定理
,

并举例说明其应用
.

关幼词 非完整系统 对称性 N oe th e r

定理 V ac
c 。 动力学

一
、

引 言

自H e r tz 于 1 8 9 4年提出非完整约束的概念以来
,

经典非完整力学
,

经过近百年的研究
,

已取得很多成果
,

并成为分析力学的一个分支
〔l一ZJ

.

在经典非完整力学中
,

对虚位移 常常采用 A p p e ll一可e T

ae
B
定 义

.

尽管 目前已知的多数

非完整力学系统
,

其虚位移都满足这个条件
,

俱是也存在一些非完 整力学系统
,

约束加在虚

位移上的条件并不满足这个条件
‘“’,

K o3
二
oB 认 为无论在有限自由度力学中犷,

.

还是在连续介

质力学中都不可排除有多种力学模型
,

他把不可积分约束分为两类
,

一类是传统的非完整约

束
,

另一类 是V a c c o约束
.

在此基础上提出了一种新 的数学模型
—

V ac c o 动力学
〔‘’.

19 9 0年
,

郭仲衡等
〔“’
首先证明了对于一阶非线性非完整约束 d 一占运算是可以交换的

,

然
吐

后对 虚位移不引入 A p p el l一砚eT ae
。
定义

,

直接推出了 V ac c o 动力学方程
.

1 9 91 年
,

郭仲衡

等
: “,
进一步给出受 V ac c o 约束的‘类 非完整力学系统的 L a g r a n g e 方程

.

虽然陈滨
〔7 ’
最近

指出
,

V a c c o 动力学不能替代传统的 经典非完整力学
,

但是 V a c c 。 动力学作为处理 , 类非

完整力学系统
,

我们认为还是具有理论和实际意义的
.

本文进一步研究 了在 V ac c o 约 束下的非完整力学系统的积分理论
,

得到了这类系统的

N oe 七h e r 定理和逆定理
.

本文结果表明
,

在 V ac c 。 动力学中
,

不必
一

像传统的经典非完整力

学那样
,

对于无穷小变换的生成函数需要 附加相应 的A p p el l一HeT ae
B
定义的限制

‘8 , 。’.

一

日
·

,
‘

二
、

规 范 变 换

我们研究由N 个质点组成的力学系统
,

其位形由
。
个广义坐标 q ‘(‘二 1 ,

⋯
, , )确定

.

设力

.

李骊推荐
.



�

放
一一
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学系统的 L a g r a n g e 函数为

L = L ( t
, q ‘,

夕‘)
.

所受的tn 个独立的一阶非线性V a c c o 约束为
切, 二甲 , (才

, Q . ,

夕‘) (刀= 1 ,
⋯

, m )

现在 我们构造积分

( 2
‘

] )

( 2
.

2 )

‘一

I 〔L ( 才
, g ‘,

空‘) + 几, ( t )卿 , ( t
, 口‘,

夕‘)」d t ( 2
.

3 )

称为该系统在时间区间〔t
, , 才: 〕上的作用量

,

其中标为L a g r a n g e乘子
,

满足方程
‘“’

d 己L OL
. ,

, d
d t

一

石夕‘ 一ag ‘ + 几,气亏 t
己沪, 己切 ,

己夕‘ 己q ‘卜
,

禽一
。

( 2
.

4 )

显然
,

由方程

q ‘“ g ‘( t ) ( f= l

给出的每条轨线 , 相应确定的值 I
,

( 2
.

5 )

因此记作

‘(护, 一

J [L ( t
, g ‘,

空‘、+ 凡, 甲( 亡
, 9 . ,

空. )」d t ( 2
.

6 )

下面我们引进一般形式的
犷 参数有限变换李群 G

,

{
t ‘ = f

。

( t
, q , ,

全, , a 。

)
( a

g ; ( t
‘

) = f‘( t
, g , ,

夕, , a 。

)

,
. ‘ ’

, r ( 2
.

7 )

其中f
。,

f
‘
为时间 t

,

广义坐标 q , ,

广义速度如和
r
个独立参数几的函数

.

其展开式

{
止‘ = t + 。。蜜石又t

, g , ,

空, ) = 才+ △才

g : ( t
‘

) = 9 . (亡) + e 。蜜了( t
, g , ,

空, ) 二 g ‘+ 八g ‘
( 2

.

8 )

称为G ,

的无穷小变换
,

式中‘为无限小参数
,

鱿
,

鱿为无穷小群变换的生成函数
.

在变换 ( 2
.

8) 下
,
曲线 v变到邻近的曲线训

,

它由方程

g ; 二 g ; ( *
‘

)

确定
.

这时积分相应变为

( 2
.

9 )

‘( v
‘

, 一

J [ ( *
’ , 口:

,

全; ) + 几, ( t
‘

)甲, ( t
‘ , g ;

,

夕; ) Jd t ‘ ( 2
.

1 0 )

这里 [t 上
, t二]是与原区间〔t

: , 1 2

3相对应的积分区间
,

于是 ( 2
.

6) 和( 2
.

8) 之间的差值么I 为

八I = I( 训 ) 一 I ( 护)

{ 〔L ( t
’ , g :

,

空; ) + 几, ( 才
‘

)切, ( 才
了 , g ;

,

夕; ) 」d t
‘

丁〔L ( 才
, g , ,

空; ) + 几, ( t )切 , ( t
, 口, ,
如) 〕d t ( 2

.

1 1 )

因为

则得

d 才
‘
二 d ( t+ △t ) 二 d t〔1 + (么t )

‘

〕 (2
.

1 2 )

八‘一

丁!
一

豁
八, 十

器
一

“、‘十
歇

“如 + ‘禅夕△‘
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+ ; 夕

(挚
一

A , +

需二
A。·+

劣)
A“
)
+ L ‘△‘,

’

+ “, * , 〔△‘,
’

{
d ‘

L2
.

1 3 )

又因为“ ’

{
占Q = A q 一壁八公

占女= (A g )
’

一心A f

(2
.

14 )

因此

八‘一

坟陈
一

(五At +
切

,

At)+ 黔
g ‘

+
一

慧
j‘。+ “,

(韶手
“。‘+

箫
”寸‘

)}
d ,

t 2
.

1 5)

根据交换关系
〔乞’

d

J奢气
。 q ) 二 。q (2

.

1 6 )

可得

八I 一

对{吕
,

‘
“△广+

.

“声一△犷十

瑟
j、‘+ “,

瓷
“、‘

)
「 d aL aL

. ,

/ d
一 L

一

dt 。空‘ 一 而
‘

一
‘

叹
产

刁矛
a切声 日甲尹

日空‘ aq ‘)
+ ‘,

一

梁〕
‘。‘

}
d‘

(2
.

1 7 )

把 (2
.

8) 式代入 (2
.

7) 式
,

则上式变为

{
二

!篇
、(二

: + 、
, : : +

箫‘: + 、瓷‘: )〕
「 d aL OL

. ,

/ d
一 L

一

J t a。‘ 一。q
‘ 十 凡叹

一

d t
a中, 己中,

6 q ‘)
+ ‘,

念了
‘: }

d ‘
(2

.

1 8、

其中 互: 二鱿一寸
‘
鱿

.

为了讨论对称性和守恒律之间的潜在关系
,

有必要定义如下概念
.

定义1 如果对于变换 (2
.

8) 的每一个变换始终满足

d

而 Le o

p
一又t , q ‘,

q‘ }」d t (2
.

1 9 )

则称变换 (2
.

8) 为规范变换
.

其中 Pa (t
, q ‘ ,

如称为规范函数
.

特别是
,

如果 (2
.

1 9 )中p
。

(t
,

乳
,

空‘)二 o , 则称变换 (2
.

8 )为对 称变换
.

利用 (2
.

13 )
,

并考虑到积分区域的任意性
,

可以得到

判据 1 对于变换 (2
.

8 )
,

若满足

器
八, +

一

瑟
“。‘+

蒜
“。, + 乏, , ,

。以赞。箫
“。‘+

梁
“。。

)

d
十 乙 Lp t) 十 几夕q7 夕又么门 二

J ‘一 t几P
’ )

U 石
(2

.

2 0 )

则称变换 (2
.

8) 为给定系统的规范变换
.

利用(2
.

8、
,

同样可得

判据 2 若变换(2
.

8 、满足
,

个方程
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扒“
; + 切武

+

黔
:
林霉脚 )

一

以
一

篡
一

怨
+
减耳

,

歌
一

黔
+ ‘声

念扮
一

伽
“

(2.2
‘)

则称变换 (2
.

5) 是给定系统的规 范变换
.

三
、

V ac c o动力学系统的N oe th er 定理和逆定理

定理 1 如果对于给定的 V a C C。 动力学系统
,

有限变换李群G
,

的无穷小变换(2
.

8 )是规

范变换
,

则此系统存在
,
个线性独立的第一积分

,

形如

(: 十、, , , )、; +

(
OL

, 。
a切八

下

而万甲
“ , 泊币

~

卢 了
一 p

a
(t

, q ‘,

夕
‘

) = C
a

(a 二 1 ,

⋯
, r ) 又3

.

1 )

证明 因为无穷小变换 (2
.

8、是 V a c c 。动力学系统的规范变换
,

则满足

△I (3
.

2 )dt如如P一t

d一d
九|上n

一一

考虑到 (2
.

18 )
,

有

J
·口

{
一

答
, 一

l
: : : + 、, , : ; +

一

瑟
一

‘: + ‘,
一

票妄卜
,

·

(, , 。‘,

。
‘

)
〕

「 d 己L OL
. ,

l d
一 !

~

一油二
- 石 ‘ 一不 二 十 几八 一、

,

L Q T U q ‘ o q ‘
一

、 口 不

0甲产 O切夕

O空‘ oq ‘)
+ ‘,

念}“: }
“, 一。

(3
.

3 )

因为积分域是任意的
,

、

而
。。

彼此独立
,

因此对于所研究的 V a c c o 动力学系统的实际轨

道
,

根据 哆
.

4)
,

有

弓
,

l二
;
杨

, 粼 +

黔
: + 与
梁

; 卜。“(, , 、,

和〕:
。

又3
.

4 )

且口

(L + 几, 甲, )占芯+

其中a 二 1 ,

⋯
, r .

证毕
.

(徽
+ “声

需l)
一

, 一 p (‘
, “‘,

‘,’一 C
“

(3
.

5 )

定理2 如果受V a c c o 约束哆
.

2 )的力学系统
,

存在
:
个线性独立的 第一积分

,

够找到相应的无穷 小群变换
,

且是系统的规范变换
.

证明 对于所研究的 V ac e o 动力学系统
,

沿任意轨道必须满足 (2
.

4)
,

因此
,

那么
,

能

「 d eL OL
. ,

l d

L一。 后厕 一石q , 十 几尹
灭

一

由
。甲, 己切,

O夕 己q ‘)
+ ‘,

劣)〕
; : 一。

(3
.

6 )

假设 V a c c 。动力学系统存在

D
a

弋f
, g ‘,

空.
) = C

a

犷
个线性独立的 第一积分为

(3
.

7 )

将(3
.

7) 对时间求导后
,

与哆
.

6 )相减
,

“ 1 ,

⋯
, r )

得到

一
.

场
北岭)+氛

一
D

·

(, , 、‘,

。‘卜l喜
,

+

试蕊 梁

己L

Oq ‘

O切,
-

O空‘
_ (3

.

8 )
声
.‘师一匆

一
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显 然
,

这些关系式沿任意轨道都成立
,

将它表为展开式

OD
a .

己D
a , .

己D
a _

F OL
.

OL
a。 十 而了q , 十 石空, q ‘一 L a空‘af 十a空‘a。万q , 十

aL
二

eL
时

‘a如 q ’一而
‘

+ 、,

(
己切夕

a夕‘己t

O切夕

+ 。茹二
* 如九茹衍如

-
O切 ,

绘)
+ ‘夕

念扮
一 “

(3
.

9 )

很明显
,

由于沿任意轨道都成立
,

所以
,

如的系数应为零
,

即

戮
一

(
。

揣
, + 、。

摆氛
一

为
一 0

(3
.

1 0 )

假设矩阵

、一、
, , 』卜 {⋯

。

揣
,

一

+ ‘声。

霹导
, {

{ (3
.

1 1)

是非奇异的
,

则存在逆矩阵H
一 ’

= 枕万
‘, l

,

因此

不。, h, ‘二 d。‘

其中占
。‘ 是 K r o n e k e r 占

.

由 (3
.

1 0 )
,

可得

(3
.

1 2 )

参: , 杨 氮
一

0D
(3

.

1 3 )

令
_

_ , , . , 、 。

二 1 aL
刀

“
= 又乙十 人声切川 白石十气 交 , 一

十 几产
、 U 蟹‘

了一 P
o

(t
, q ‘,

女‘) (3
.

1 4、准广夕‘师时

; ; 一 (: + 、, 、, )一

!
D 一 (

aL
. ,

a饭十 几 , 黔)“
+ ,

·

(‘
, 、‘,

“‘,
〕 (3

.

1 5 )

如果 了已由(3
.

1 3) 单值地确定了
,

且 D
“

已知
,

那么
,

鱿 就可以由哆
.

1 5) 求出
.

所以
,

选定

具体的规 范函数 Pa (才
, q ‘,

寸
‘)后

,

就 可以由(3
.

13) 和 (3
.

1 5) 确定无穷小变换的生成函数鱿和

君二
.

把(3
.

14 )代入 (3
.

5) 后
,

得到

奋「
(: +

、、
: +

(盖
+ 、

一

梁别
「 d OL OL

. 。

了 d
一 L

一

dt 。瓜一 a q ‘ 十 几
叹 dt 黔

一

黔)+i
,

扮扮
一

芳
。

一

,
·

(亡
, 。‘ ,

。,

依据判据 2 ,

可知求出的无穷小群变换是规范变换
.

证毕
.

四
、

例 子

例 1‘
3 , 设单位质量的质点的 L a g r a n g e 函数

L =

要(, : + 好 + 鱿
乙

质点受速率为常量的 V a c c 。约束
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1
. 。

二
‘

⋯
、

q7 ~ 万又q 宝十 q 主十 q ; ) = e o n s 毛
‘

试求系统的守恒量
.

解 我们选取占
。二 0 ,

君
;
二空: ,

亡
2 一空

2 ,

占
3 二 空

3 .

则由 (2
.

2 0) 得到

(1 + 几)(空, 女: + 寸
z

壁
:

+ 空
s

壁
:

)二乡

由约束方程可得

空; q
,

+ 空
2

女
2
+ 空。q

: = o

于是
,

有P一 c o n st
.

因此
,

根据 (3
.

5) 式
,

系统守恒量为

(l + 几)(夕全+ 夕委+ 空当) = e o n s t

显然
,

系统的能量守恒
.

例2【‘’ A p p el l一H a m el 例
,

一质量为。的质点
,

在重力作用下运动
,

质点受 V a c c 。约

束为
甲二 方“一a (毖2 + 夕

2

) = o ,

系统的 L a g r a n g e函数为

: 一
导

m (*
“

+ ,
2
+ , ’

)一 。。之

‘

试求系统的守恒量
.

解 令 q ,
二 x , q Z 二 刀, q 。二 2 .

则

1
儿 = 下 阴 Lq

‘

了+ 夕; + 空; )一 fn g q : , 甲= 空互一
a 仁空l+ 空至)= 0

取 占
。 = o ,

蜜‘二空‘/ 2 ,

(i = 1 , 2 , 3 )
,

由(2
.

2 0 )可得

1 二 1
p ~ 一 下

一

优 g q
3
+ 万fn Lq

一
q l + q Z

q
a
+ q

s
q

3 )

“+
几[ q : 空

: 一 a (口: 空, + 女
:

空: )〕

由约束方程可得

2 q 3空3 一 Za (q : 空
;
+ 口

:

空
2

) = 0

于是
,

有

1
.

1

P = 一万 m g q :
+

J 一

川Lq 宜+ q鑫+ q 二
‘ 任

根据 (3
.

5)
,

系统守恒量为

。 (, ; + 空; + 空: )+ 丢
‘

川9 9 。二 C o n s t
.

1
‘
月任

显然
,

这是系统的能量积分
.

再 另取省
。
一。

,

占
,
= 一 1/ 夕: ,

省
2
= 夕

,

/奋;
,

占
3 二 。

则由t 2
.

2 o、可得

乡= (脚 一 Za几)
蟹

,

空: 一夕

鱿

于是
,

有

p 二 (m 一 Za几)空
,

/ 空
2 .

由L3
.

5 )得到系统守恒量

(阴 一 2。几)堂
1

/空: = e o n s七
.
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5 The o ry o f V a c c o Dyn a m ic s

Z h a n g J i e 一fa n g

( D e P a r *m e n t o f P h . s‘c s ,

Z he j‘a o g N o r o a l U ”‘t, e r s‘t夕
,

J ‘” h o a ,

Z h e j‘a ”g )

Abs t ra e t

I n t h i s P a P e r ,

w e

t i t y a n d sy m m e t r y o f

r e s t r i e t i v e e o n d i t i o n s

t h e o r e m a n d N o e t h e r ’ s

e x a m Ple s t o
_

i ll
u s t r a t e

f i r s t s tu d y t h e la t e n t r e la t i o n b e t w e e n e o n so r v a t i v e q u a n -

n o n h o lo n o m i e d y且a m i e a l sy s t e m s w i t h o u t a n y a d d i t i o n a l

t o i ts v i r t u a l d i s p la e e m e n t
, a n d t h e n e s t a b li s h N o e t h e r ‘s

i n v e r s e th e o r e m o f V a e e o d y n a 正 i c s
.

L a s t ly
,

w e g i v e t w o

t h e a PPl i e a t i o n o f t h e r e s u lt i n t h i s Pa Pe r
.
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