
应用数学和力学
,

第 1 4 卷 第 7 期 (1 9 9 3 年 7 月 )

A p p lie d M a th e m a t ie s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

概率度量空间中的E ke lan d变分原理

与集值映象的Car ist i重合定理
‘

张 石 生

(四川大学数学系
,

1 9 9 2 年4月 9 日收到)

摘 要

借助偏序方法
,

本文得到概率度量空间中之一推广形式的 E k e
la n d 变分原理及一集值形式的

C ar is ti 重合定理
,

同日抓正明了这两个定理之间的等价性
.

本文结果是 11
,
2

,
5

,
6

,
7

,

叼 中相应结果

的改进和推广
.

关健词 概率度量空间 C ar i s 行重含定理 1认
C la n d变分原理 偏序集

一
、

引言及预备知识

在本文中我们借助于偏序方法
,
得到 了概率度量空间之一推广形式的E kl a n d变分原理

及一集值形式 的Car i s七i重合定理
.

在本文之末
夕 我们还证明了这两条定理的等价性

.

本文

结果改进和推广 了引文〔1
, 2 , 5 , 6 , 7 , 9」中的相应结果

.

本文以下记R 一 (一、
,
十 co ), 牙表一 切左连续的分布函数的集合

夕 夕
+
二 {f〔少

:
f( 0)

= O}
.

定义 1 〔E
,

F
,

丁)称为M e n g er 概率度量空间 (M e n g er P M一空间), 如果E 是一非空

集
, T : 〔0

, 1」X 仁。
,
1」, 〔o

, 1〕是一 卜范数
夕 F : E X E ”牙

十

是满足下述条件的映象 (以后

常用F
: , ,
表F (x 沼))

:

( a ) F
: , ,

(t )二H (t) , 丫t〔R < 二乡x 二 y ,
其中

H (‘)一

{
(当 t> 0 )

(当才或 0 )

( b ) F
: , ,

= F
, , :

;

( e ) F
: , ,

(t : + t: )》丁(F
: , :

(t
」

), F
二 , ,

(r
: 、)-

丫 x , g , z 〔E

S e h w e iz e r , S k la r 厂3 J

V t :
> 0 , t :

》 0
.

已经证明
,

如果 (E
,

F
,

T ) 是一M e n g er PM 一空间 , 且 T满足

条件
s u PT (t

, t)二

荟
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则E 是由 (e
,

幻
一

邻域系{U , (e
,

幻 : 夕〔E , 。> 。, 几> 。}所导出的拓扑了的H a u s d o rf f拓扑空

间 ,
其中

U , (。
,
几)二 {x 〔E : F

: , , L。) > 1 一几}
,

而且这一拓扑结构是可度量化的
〔咭’.

在本文中
, 除相反的声明外

,
均假定 (E

,

F
,

T )是一了
一

完备的 M e n g er PM 一空间 , 其

中T 还进一步假定其满足条件
:

lim 了
’

Lt
, a、二a ( v a〔〔o

, 1 1) (1
.

2 )
t衬 l一

易知T 满足条件 (1
.

2 、则必满足条件 (1
.

1 )
.

又 (E
,

F
,

T )中的序列或网收敛
, 均指按 (E

,
F ,

T )中的拓扑了的收敛
.

下面的两个引理
,
在讨论本文的主要结果中将起到重要的作用

.

引理 1〔。’ 设{ x 。

}, { , 二

}是又E
,
F

,

T )中的任意二序列
, 且 x 。

、 x , , ,

* 夕, 则

( i 、 对
,

任一t( (一 OO
,

+ co )有

lim in fF
二 , ,

。
。

、公、》F
二 , , 仁才、,

n we ) 〔延

(11) 当t〔R 是F
二 , ,

的连续点时
,
有

lim F x 。 ,

。
,

(才) = F
二 , ,

(t 、
.

引理2 设 又E
,
F

,

T )是一了
一
完备的 M e n g er P M一空间 , 甲 :

界的下半连续函数
.

设刀
: (0

,

1) ”(0
,

oo 、是一有界的不增函数
.

令

刀(1 一 。)二M 二 in f口(
r 、, 。 = 。u P刀(

r 、< + co
r 仁 (0 , l ) f 〔 (o , l )

E 。 (一 oo
,
十‘ ) 是下有

(1
.

3 )

在 E 上定义关系如下
:

x
戒 , 嘴- 》F

: , ,
咬t)》 r

H (t一刀(
r 、丈甲(x )一 切(, ) ))

(V t> 0 , V r 〔(0
, 1 )) 仁1

.

4 )

于是下列结论成
·

立
:

( i ) 当x
减 , 时

, 则切(刀)簇切 (x ) ;

( 11 、
“

簇
”

是 E 上的偏序 ;

(ii i、 偏序集(E
,

簇 )中至少有一极大元
.

证 (i)
.

如 果x 簇 , ,
而卿(x )< 切勿 ) ,

故 x 斧 夕, 于是存在矛, = t ;

(x )> o ,

使得F
二 , , ‘t

,

) = a

< 1 , 于是有
a 二 F

: , , (
、

一,

)乒 r
万 (t

, 一刀(
r )(切(x ) 一卿t夕)) )

二 r (V r〔(0
, 1 ))

让 r 个1 ,
故

a
》1 , 这与a < 1矛盾

.

结论(i)得证
.

(i i)
“

戒
”

的反身性
,

对称性是显然的
.

下证
“

簇
”

的传递性
.

设 x , , , ‘〔E , x 或y , 夕或
二 .

由结论 (i) 知

甲又“)成 , (, )成甲(x 、 (1
.

5 )

( a ) 当才‘M (甲(x ) 一切(z ) )时
, 其中M是 (1

.

3) 中出现的常数
.

因

H (t一M t甲(x ) 一 甲(2 ))) = O,

又因刀不增
,
从而H 。一刀tr ) t切(x 、一切(二))) = o , V r〔LO

, 1、
.

故

F
: 一:

(t)》
:
H (t 一月L

r ) (甲(x )一 甲(宕))) (V r〔(o
, 1 )) ‘上 6
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( b ) 当t > M (q7 (x )一甲仁: ) )时
,
取t : , t : > o, t ,

+ tZ
二 t, 使得

t : > M (中(x ) 一中(g ))一 tZ > M (甲伪)一 切(之) )
.

于是对一切
r 〔(O

,

1) 有

F
: , 二

(t) ) T (F
. , ,

(t
,

)
,
F , , :

(t : ) )

> T (r
H (r

; 一刀(
r )(甲(x ) 一甲〔召)))

, r
H (t

: 一刀(
r )(切(刀)一 甲(“) )))

由于上式中
r 〔(0

,

1) 的任意性
,
故有

F
: , :

(r)》T (H (t
l一刀(l一 。)(切(

x ) 一甲(夕) ))
,

H (t
: 一刀(1 一 0 )(切(之尹)一切(2 )) ))

= T (H (t
; 一M (甲(x )一中(夕) ))

,

H (t
Z 一M (叨(夕) 一切(z )) ))

= T (1
, 1 ) = l

》 r
H (r一夕(

r ) (甲丈x )一 甲(二) )) 丫 r 〔(o
, 1 )夕 (飞

.

7 )

结合 (仁 6) 和 (双 7) 即知对一切
r〔(。

,

1) 和一切t> o

F
: , :

(才z》 r
H (r一刀(

r )(甲(x ) 一切交z )) )
.

故
x
成

2 , 结论(11) 得证
.

(i ii )设笼xa }
。 卜

,

是(E
,

或 )中任一全序子集
, I为一指标集

.

我们规定
x 。

成
x d <卜乡 a ( d

.

于是 (I
,

或 )是一定向集
,

_

巨{叨(x
。

) }
。 , 是 (一、

,

+ co )中之一递减 的网
.

设 切(x
。

) 奋召, 由 甲

的下有界性
,

知拼是一有限数
.

于是对任给的元、。和任一
e > 。元,

存在a0 〔I , 当a 》a 。

时
,
有

拼成甲犷
、

x
。

)< 拼十只
.

于是当a0 成
a
成d时

,

有

0《甲(
x 。

)一 切(x
。

)《汽

因而

F
二。

,
x 。(。)> r

H (。一夕(
r ) (切(x

。

) 一切(x
。

)) )

> r
H (。一刀(

r )兄)

》
r
H (。一 川凡)

= r (丫 r 〔(o
, 1 ))

上式表明{x
。

}
。 ,

是E 中的C a u c h y 网
,

由E 的完备性
,
设

x 。

, x , 〔E
.

由 甲 的下半连 续性
,

有
切(x . )( 1im in f沪(x

。

)二 lim 甲(x
。

)

二拌《甲(x
。

) (V a 〔I ) (1
.

8 )

下证x , 是全序集笼
x 。

}
。 ,

的上界
.

事实上
, 当泛(0

,

co )是F
、 。 ,

、 ‘

的连 续点时
,

其中a 〔I是任意给定的
,

于是对任意的j〔I ,

a 或d , 由引理1 (11)知

F , 。 , 二 .

(t)二 1 im F xa
, 、。(t)> lim r

H (, 一刀(r )(甲(x
。

)一 甲(x 。) ))

>
r
H (t一刀(

r ) (切(x
a

)一切(x . ))) (V , 〔(o
, ]

.

) )

当t〔(o
,

co )是任一正数时
, 由分布函数 F 与

,
, ,

的单调性
,
故存在 尸 与

,

介

(1
.

9 )

的连续点序列

{t
。

} :

。< t ;

< 才2 < ⋯ < t。< ⋯
, t ,

” t
.

于 (1
.

9) 中代 t以几 ,
并让

n , 。取极限
,
并注意F 、

,
二.

和H 的左连续性
, 即得

F介
,

介(t)》
r
H (t 一刀(

r )(甲(
x 口

)一 钾(x , ))) (V r 〔 (0
,
1) ) 又1

.

1 0 )



结合 (1
.

9 )和 (1
.

1 0 )即知x
。

簇
x , , V a ( I

(E
,

或)有极大元
.

引理 2得证
.

张 石 生

故
x , 是全序集 {xa }

。 。 ,

的上界
, 于是由Z o r n 引理知

、

M e n ge r PM
一

空间中集值映象的

C ar ist i重合定理和不动点定理

在本节中
,
我们仍处处假定 (刀

,

F
,

7
’

) 是一完备的 M e n g er PM
一

空间 , T 满足条件

(1
.

2 )
.

设刀
: (0

,

1) ”(。, co )是任一不增的有界函数
.

我们有下面的结果
.

定理 1 设D 仁E 是一非空集
,
f

: D 、E 是一满映象
,
设切

: E 。 (一。
,
+ OO ) 是下半连

续的下有界函数
.

设 {S
。

}
。 。 , : D , 2 石

认中}是一族集值映象
.

如果对每一
x 〔D , 当 f(对 磋 n

O I

S
。

(x) 时
, 则存在某一

a 。
〔I及某一召〔S

a 。

(x) \{f (x) }, 使得

F 了 、: ) , , (才)》
r
H (才一刀(

r )(切(f (
x ))一 切(, )))

V r 〔(0
, ] )

,
V 分卜 0

.

则在百中存在了与{S
。

}
。 ,

的重合点
, 即存在

。〔E , 使得

f (
“)〔门S

。

(: )

(2
.

1 )

(2
.

2 )

证 在刃中按下面 的式子定义偏序 “
; ” :

x ‘
;

刀心争烤 F
二 , ;

(t)》 r
H (t 一刀、

r )(明(x 、一切(逻7))) ,

(丫 r〔(O
,

1 ) , V t> 0 )

由引理 2 “ii 、, ‘尸
,

抓 )中有极大元
:

.

又因f
:

D
一

) 厂满射 ,
故存在

。〔D
,

使得 f (
。

果

f (
,‘) 诺自S

。

(u )
,

则 由定理 的条件知
,
存在

a 。
〔I和 , 〔S

。 、。
一 \\{f (、) }, 使得

一 之
.

女日

侧
F ,

、 。 、 , ,
(州 》 : 衬 (杏一 刀廿

,

叫 f 、川 ) 一 Q 冲, 少、)

(V :
C O

.

1
一

、 ,
丫寸) 0)

.盯水、东
月

山目3
、上�,1

故了(u ) ( 封
.

但因f : ) = : 是刀中的极大元
, 故 有

z = f (。 ) = , 〔S
口

( u )\{f (
u ) 卜

,

矛盾
.

由此矛盾知f (
u )〔门S

。

( u )
.

定理得证
.

由定理 1直接可得下面三个推论
.

推论 1 设E
,

D
,

f
, 切满 足定理 1

一

中的条件
‘

设S : D 、 2气仲 }
,

如果对任一
x 〔D

,

当j (x ) 曦

S ( x )时
, 则存在g 〔S ( x ) , 使得

F 了( , ) , , (士) )
r
H (才一刀(r ) ( 切fj

、 x ) ) 一甲 (刀、) ) ( 2
.

4)

( V r 〔( 0
, 1 ) , 丫亡> 0 )

则存在
。〔D ,

使得f ( 。) ( S (川
.

推论 2 没甲满足定理 1中条件
, 是 S : 百 , 石一单值映象

,
满足条件

:

对每一
x 〔E , 及一
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切 r〔(o
, 1 )及一切 t> 0 ,

F
二 , a 。: )(t)>

r
H (t一刀(

r )(切(x )一甲(S (x )) )) (2
.

5 )

则S 在E 中存在不动点
.

推论3 设(E
,

d) 是一完备的度量空间
, 切 : E 。〔0

,

co ) 是一下半连续泛函
, S : E o Z忿

\笼小}是一多值映象
,
f

: E o E 是一满映象
,
刀

:

(o
,

i) ”(O
,

OO )是一不增 的有界的映象
.

没对

每一
x 〔E ,

存在习〔S (x ),
使得

d (f(x )
, , )减刀(

r )(甲(f(x ))一 切(万)) (V r〔(o
, 1 )) (2

.

6 )

则存在
“〔E ,

使得 f(
: )〔S (u )

.

证 定义映象F
:

E x E 、牙
十

如下 :

F
: , ,

(t)二H (r一 d (x
, 夕)) (V x , g〔E , V 才〔R )

易知 (刀
,

F
,
T

3

)是一M e n g e r PM 一空间 (见
, 例如 [ 8

,

第 9章」) , 其 中T
。
= m in

,

即T
3

(a
,

b ) = m in {a
,

b }
, a ,

b〔[ O
, 1 」

.

因 T
。

满足条件 (]一 2 )
.

故由推论 :;的条件
,

对每一
x 〔E ,

存在

g〔S (x ) ,
使得

F , 厂: ) , ,

(t)》H (才一刀(
r )(切(f(

x ))一 切(刀、)) ( V t》 o ,

V : 〔(o
, z )) (2

.

了)

于是结论由推论 l直接可得
.

注 著名的 C ar is ti 定理 〔’习是推论 3当刀(
r
)二 1

,

丫 r ((0
,

1)
,

f二I ‘恒等映象)
,

S 为单值映象时的特

例
.

另外推论了也是Par k[ 叼中主要定理的推广
.

三
、

M e n ge r PM
一

空间巾加强形式的 E 。el a n d 变分原理

定理 2 设 (E
,

F
,

T
,

是一完备的M e n g er PM
一

空间, 其中T 满足条件 (1
.

2) , 切 : E 、

(一 co
,

+ co )是下半连 续的下有界函数
.

设对任给的
。 > 。,

存在x0 〔刀使得

切(x
。、

《in f{切(x ) : x 〔E }+ 。 (3
.

1 )

则对任一有界不增函数尸
: (0

,

均。 (o
,

“ ) ,
存在

。〔E
,

使得

( i ) F
, 。

,
: 若
(t)>

r
H (r一刀(

r )(切(x
。

) 一切(。 ))夕,

(V r〔(0 , 1 ), V t> 0 ),

( 11 ) F
x 。; 。(才)》 r

H (才一 e
刀(

r 、
!

(V r〔(o
,
1 )

,
V t> 0 ) ;

(111) 对任一
x ( E , 当x 今 u

时
,
存在

r 。〔(0
, 1 )及才

。二 t。(x )> o ,

使得

F
。 , :

(t
。

)< r 。

H 仁r。一刀(
r 。)(甲厂。)一 甲(x )) )

.

证 令

E
。= 笼x 〔E : F

二 。 x

(r
“

> r
H (r一刀(又) (切(

x 。

)一 甲(x )))

(V r〔(o
,

) , V t> o }) (:之
.

2 )

因x0 〔E
。,
故E

。午 小
.

下证E
。

是E 中的闭集

事实上
, 设{x 。

}仁E
O

且 x 。

, x 二 当t〔(0
,

oo )是 E x 。
,

二,

的连续点时
,
由引理 1(11 )知

F
二。

,

x ,

(t) = 1im F
二。

,

x 。

(r)> lim r
H (t 一刀(

r )(切(x
。

) 一 甲(x
。

) ))
份 - ) 认、

)
r
H (r 一刀(

r )(切(x
。

) 一甲(x . ) )) (V r 〔(o
, 1 ))

仿引理2中的证明一样可证上式对一切压 (。
,

co )成立
,

故介〔E
。,

即E
。

是闭集
.

故(E
。 ,
F

,

T )
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是
‘

厂一
完备的M e n g er M P一空间

.

现在 E
。

中引入偏序
“

《
” :

x
或, 嘴= 乡F

: , ,

(*)》 r
H (*一刀(

r )(甲(x )一 甲(, ))),

(丫r ( 、
,

0 , 1 ), V t)
,

0 )

因而 (E
。 ,

簇 )是一偏序集
, 由引理 2知其有极大元

u〔E
。, 于是有

F x 。 , 。

(t)》 r
H (t一刀(

r )(切(x
。

)一 切(u )) ) (丫r ( (o
, 1 )

,
V t夕 o )

故结论(i) 成立
.

另由条件(3
.

1) 知。气甲(x
。

)一 沪(u )或。 ,
故由结论 (i)知

F x 。, :‘

(t)) r
H (才一刀(

r )
·

。) (V r〔(0
, ] ), V t> o )

故结论(i i) 成立
.

如果结论(i ii )不成立
, 则存在某一有界的不增的函数 刀

: (o
,

1) ” (0
,

co ) ,
使得对每一

x 〔E 存在夕〔E
, g 今 x , 使得

F
二 , ,

(t)》
r
H (t 一刀(

r ) (切(x )一 甲(夕))) , (丫r 〔(o
, 1 )

,

V t> O)
.

令f(x) 二夕, 则f
: E 、 E 且

.

有

F
: , , 、: , (t)》 r H (t一刀(

r ) (切(x )一 切 (f (
x ))))

,

(V r 〔(o
, 1 )

,

丫 r> o )

于是由推论2知f在 E 中有不动点
.

可是由f的定义
,

f不能在 E 中有不动点
,

矛盾
.

由此矛盾

知结论 (i 11) 成立
.

定理证毕
.

注 定理 2是著名的 E ke la n d 变分原理在 PM 一
空间中的推广和加强形式

,

同时也是 〔6
,

定理钊灼推

四
、

定理 1和定理2的等价性

在本节中我们将证明定理 l和定理 2的等价性
.

我们有下面 的结果
.

定理3 定理 1和定理 2是等价的
.

证 定理 1今定理 2 ,
由定理

,

2的证明过程即可得知
。

定理 2今定理 L
.

任取 勇〔E , 切岌对专 + co , 如果

切(云) = in f {甲(x ) : x 〔E }

则由定理 1的假设条件
,

f
:

D , E 满射
, 故存在

。〔D , 使得f (
。) = 厉,

因而有

甲(f(
“)) = 甲(无)镇切(夕) (V 夕〔U S

。

(“))
a 〔 I

如果 j义
:‘)磋门S

。

(。 ) , 由定理 l
一

的假定
,
存在

a 。
〔I和某一夕

。
〔S

。。

(u )\{f (
u ) }, 使得

口 卜 I

F f(
u
)

,

。。(t)) r
H (t一刀(

r )(沪(f(
u ))一 切(夕

。

))) (V r〔(o
, 1 )

,

V t> o )

由(4
.

2) 及上式知

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(4
.

3 )

F j(
。)

,

。。 (0
十

)》F j(
。)

,

。。 (口(
r )(切(f (

。))一 切(夕
。

)) + 0 )

)
r (丫 r 〔(0

,

1 )
.

1

故 F j(
。
)

,

。。(o
,

) = 1 , 即 f(
u ) = , 。

〔S a 。

(u )\{f (
u )卜,

这 是一个矛盾
.

由此矛盾得知 f (
。)〔门

S
。

(u ) ,
故此时定理 ]的结论得证

.

如果 甲(至)> in f {切(x ) : x 〔E 圣
,

取
: = 甲(刃)一 in f诬甲(x ) : x 〔E 蛋

.
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于是由定理 2 ,
对任一有界的不增的函数口

: (o
,

1) 、 (0
,

co ) ,
存在

,‘〔E , 使得对任一
x 〔E ,

当x 钾 。
时

,
存在

, 。〔(o
, 1 )及t。= 矛

。

(x ) > o , 使得

F
。 , 二

(t
。

)< r o

H (r
。一刀(

r 。、(切(u )一 切(x )、)
.

另由定理 1

则由定理 1

的假设条件
,

f
: D ”刀满射

,

故存在x0 〔D ,
使得 f(x

。

)一 。 .

(4
.

4 )

如果 f(x
。

)磋门S
。
(x

。

)
,

口 ‘ I

的条件
,
存在 , 。

〔S a 。

(x
。

)\{f(x
。

)} , 其中a 。

是I中的某一元
,
使得

F f(x 。)
.

。。(t)>
r
H (t一刀(

r )(切(f(x
。

))一中(夕
。

) ))
,

(V r〔(o
, 1 )

,

V r> o )

F
:‘

,

。。(t) > r
H (t一刀(

r )(沪(。) 一切(夕
。

)))
,

(V r 〔(0
, 1 )

,

V *> 0 ) (4
.

5 )

刀。〔S a 。

(x
。

)\{f(
x 。

) }= S
a 。

(x
。

)\{
。 } ,

故 了z〔
」

今 :‘, 于是上式与 (4
.

4 )式相矛盾
.

由此矛盾知

即因

f(
x 。

)〔门S
。

(x
。

)
口 C l

定理3证 毕
.

.

故定理 1的结论得证
.

注 定理 3是引文【2
,
5

,
6

,
7」I津

飞
相应结果的推广

.
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