
应用数学和力学
,

第J4 卷第 8

A PP lie d M a the m a t ie s a

期
n d

(1 9 9 3年 3 月 )

M
e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 肛

用变分方法求解大变形对称弹性力学问题
‘

赵玉祥 顾祥珍 宋熙太

f洛阳水利工 程研究所
,

1 092 年 1 月9 日收到 )

摘 要

文中以经典力学的数学理论和陈氏定理“ 3
为基础

,

用变分的方法 t’J求解大变形对称弹性 力 学

问题
,

得出了以瞬时位形为基准的位能广义变分原理和余能广义变分原理
,

以及两个变分原理的

等价性
:
此外

,

还给出了以瞬时位形为基准的动力学问题的广义变分原理
.

关链词 动力学 大变形 自变函数 广义变分原理

一
、

引 言

目前在抗爆结构的野战工事研究中
,
轻质高强材料不断地被采用

,

因此
,

在理论分析与

计算中
,
对于几何大变形的分析显得十分突出

,
文中仅就这些问题提出一些研究成果

.

非线性弹性问题分为材料的物理非线性和变形的几何非线性
,
在几何非线性弹性间题中

不考虑体矩的影响
, 称为大变形对称弹性力学问题

.

变形的几何非线性理论
,
是研究变形体

空间运动与变形的准确的数学理论
.

在有限变形理论中
,
形变梯度包括应变张量和转动张量

两部分
,
在经典有限变形理论中

,
通常采用 G re e n 应变张量和 H oB

。、 , 二
oB 平均整旋角来描

述
,
乘积分解定理是把变换分解成形变与转动乘积的形式 , 陈至达教授提出新的变换分解定

理
,
是把运动变换分解为应变张量与转动张量的直和形式

,
并给出了应变张量与转动张量 的

显示表达式
,

准确地解决了几何非线性问题中的理论问题
.

应用陈至达教授的 研 究 成 果
,

1 9 8 5年曾提出过
“

大变形对称弹性理论的广义变分原理
” ‘“’.

本文是在陈至达教授提出的几何

非线性理论的
:

基础上
,

再次建立以瞬时位形为基准的位能广义变分原理和余能广义变分原理
,

以及动力学问题的广义变分原理
.

这些广义变分原理在复杂问题的近似计算中将是非常有用

的
.

二
、

符 号 说 明

设一变形体在初始位形上 (变形前) 占有空间g
。 ,
相应的曲线坐标系 {X }的基标矢量与

度规张量表示成宫
‘,

食
,
岛

, ,

扩 , , 经运动后在实时位形上(变形后 )占有空间 。 ,
与其相应

的曲线坐标系{朴 的基标矢爱与度规张量表示成忿
‘, g ‘, 功 , ,

护,
.

.

薛大为推荐
.
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本文采用拖带坐标 系
夕 当变形体发生大变形时

,

其微元体的体积将发生改变
, 与之相应

的位移矢量
、

应力张量
、

应变张量
、

质量密度等的尺度均因变形而改变
,
它们本身不是标准

物理量纲度量的量值
, 因此将涉及到把实时位形上的量换算成物理分量的问题

,

如实时位形

上的应力映量了
‘, 。勺祖应变张量 S乡需换算成相应的物理分量曰 , ,

“ ,和 犯
.

当变形体发生有限变形时
,

作用在变形体上的力可能是保守力或非保守力
,

因此
,

在研

究大变形时
,

我们以变形体瞬时位形为基准
,

以能量增率的形式表达变分原理
.

热力学第一

定律是我们研究问题的基础
,

我们可以证明作用在变形体上的机械力和场力之功率 才等于变

形体宏观动能的增率片
,

变形能的增率必之和
, 即

片 + 协= 律 (2
.

1)

本文以实时位形 (在 g
‘, g

‘

系) 为基准
,

在任意平面曲线正交系和空间曲线正交系 中
,

应力张量 韶 ,
和应变张量增率 应J之积等于其相应的物理分量之积

, 即

a {, 泞卜 6 {,
应了 (2

.

2 )

当不考虑体矩 m 时(m 乡为矢量 m 的二阶混合张量分量 )
, 由方程

。{, 一 a于‘+ p m 今二 o (2
.

3 )

可求得应力张量的对称条件
.

此外
,
为了研究的方便

,

我们还假设弹性体的表面力户
, 和体力p f

, 不随时间变化
.

对于各向同性的弹性体
,

其应力一应变关系 (物性方程) 为

。
卜 2‘

(si
十 1 空痴 “ ,‘, ) (2

.

4 )

~ 1 2
6 飞= 二 , 吸口专

乙妙 、
一 1
石

a (2
.

5 )
、
、.口声

r

J.:刃。O
‘出.七

其中
. ,
是泊松比

, G o E / 2 (1 + v) 是剪切模量
, E 是弹性模量

,

任一矢t (如位移) 沿任 一空间曲线不
今的协变导数(在 g 。,

a林
: ;; J

不于1
.

. 助
一

n今弓;
O X

’-

占{为K r o n e e k e r符号
.

g ‘
系)为

(2
.

6 )

其中
。‘l,
是一阶逆变分量

。‘
对

尤“的协变导数
,
可表示成沿坐标

‘

产 的 变化部分与因坐标系的扭

曲而影响的部分之和

“‘
l

, =

,
即

O“忍

6%介
十厂毛声

‘ (2
.

7 )

式中
: 厂{

*
为C h r i就 o ffe l第二类记号

.

三
、

运 动 几 何 方 程

弹性变形体中一点的位移矢量
。 ,
可在拖带系中沿初始 (未变形 ) 位形坐标线切向方向

确定的三个协变基标矢量宫
,
(i = 1

, 2 , 3 ) 上分解
,
也可在实时 (变形后 ) 位形坐标线切向方

向确定的三个协变基标矢量g
‘

上进行分解
, 即。 ~ 了宫一矿今示当变形体做一般空间运动时

,

基标矢量由宫
‘
到g ‘的变换关系由下式给 出

g ‘= F I宫, (3
.

1 )

其中F 称为形变梯度
,

它包含应变张量S (S = S r
)和转动张量R (R R 全 = 1) 两部份

.



用变分方法求解大变形对称弹性力学问题 681

形变梯度的分解有多种
,
较常用的极分解为 F = R U ,

或 F = 犷R ,
其 中 R R , = I , U =

U ,
为右伸张张量

,
犷 = 厂 ,

为左伸张张量 , 在三维问题中
, 因 形变与转动的联合结果与次序

有关
,

解是非唯一的
.

目前在求三维应变分量与转动分量时
, 只 有 B i。七的近似式

, 应用不

方便
。

本文采用陈至达教授提出来的 8 一R 分解定理
, 该定理是将形变梯度分为正 交转动张量

和对称应变张量的直和
,

即F = S 十 R
,

其中应变张量的解析表达式为

S卜 (
u ‘ ! , + 。‘

】节)/ 2 一 L 。贾L , 季(1 一 e o : 浮) (3
.

2 )

在一点的平均整旋角为

, 一 * a r 。 。‘n

{合以
· 1

一
}, )

2 + (
。 2

}厂一 : ,
“ + (

“8

}
:

一 , : )
“

〕‘
} (3

.

3 )

转动轴的方向余弦为

1
乙 , 二 = 石

.

众 石二. 灭“
’

} , 一“
’

!万)
艺S ln 沙

、

上面诸式中各量的物理分量为

州
, = 研 咨而而石厂

“‘
!

,

夕卜 (。
‘i, + 。‘I贯)/ 2 一 L . { L广(i 一 e o 。沙)

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

r l
,

二
_

,

二
、 。 ,

_

二
_ 。 ,

‘ 、 。 , _ , . _ 。 , 二 、 。 ,

秀 1
J一 士“r c “‘n 土仓「(“ 1

2 一 ”‘}曹)
’ + (”

2

1
。一 ”‘ }曹)

‘ + (。
‘

}
, 一 ”

‘

l萝)
‘

〕
’

少 (“
·

‘)

。 ,

1
,

_
, . ‘ , , , 、 , ,

L
‘

士- 一李一
‘一

(公‘l
;

一 公‘l誉、 〔3
_

8 )
~ ,

’

一 Zs in 碑
、’ i J

”
, /

式中
.
表示转置

.

由
J“
参考位形是相对的概念

,
我们可取瞬时的拖带系g ‘

为基准
, 比较基标矢量经无穷小

时间间隔后 的变化
,

可得到变形体运动时
,
速度

、

角速度与应变速率的协调方程
.

”‘}i, = 五, :办+ 泞l (3
.

9 )

左乡= (
。‘

11
, + 。‘11亨)/ 2 (3

.

1 0 )

L , 叮诊二 (。
‘
11, 一

。‘
l亨)/ 2 (3

.

1 1 )

其中各量的物理分量 为
公‘11, == 材 g “‘》/ 亏

(

奋如
一”‘!l,

(3
.

1 2 )

S今= (公
‘
l

, + 公‘n贯)/ 2 (3
.

1 3 )

式中
: 。 , 是逮度矢量 , 的上标一阶逆变分量

,
住, 表示变形后拖带量对拖带坐标x, 的协变导数

·

四
、

应力张量及平衡方程

在拖带系中
,
作用在变形体实时位形上的应力张量口‘J , 。与是在变形后 的基标矢量 g 。,

g
‘

所构成 的平面上定义的应力
,

由于此时的单位面积尺度因变形而改变
,

其应力并非通常习

惯上所指的单位面积上的应力
, 因此 ,

必须将实时位形上 (在 幽 , g ‘系 ) 的应力张 量 二 ‘, ,

试 ,换算成相应的物理分量于
‘’,

刹 , , 斤
‘’,

刹 ,
才是在乡

,
梦 系中指定方位上的单位面积上的

作用力
.

其换算关系如下

别 , 二 a ‘, 斌 g 亏刃云而
一 ,

刹
, 二 a勺斌百又万

i

厕丽歹 (,1
.

1)
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当体矩协为零时
,
应力张量是对称的

a ‘, = 口, ‘, a 任, = a 奋‘ (4
.

2 )

有限变形弹性力学的平衡运动方程是

户研
j 一 a ‘, }}

‘十 刀f
J二 o (4

.

3 a 、

或

户砂
, 一 口万, }卜+ p f

, = 0 (4
.

3 b )

式中
,
研

, ,
班

, 分别为加速度矢量的协变与逆变分量 (在g
, , g

‘

系 )
.

拖带系初始位移上(在食
‘,
亡
‘
系 )单位微元体积的质量p 。,

与实时位形上 (在 g ‘, g
‘

系)的

质量尸之间遵守质量守恒定律

尸心 夕 “ 尸。材夕
。

(4 4 )

式中 夕一 {g ‘, i; g 。
二 }夕

: , }

在实时位形上
,

变形体表面上的已知作用力 P , 和应力张量存在着下列的平衡关系

p , 二 a {, n ‘, p , = a ‘, , : ‘
(4

,

。)
n ‘
是在g

‘,

g
‘

系中
,

变形体表面S 外法线单位 矢量的协变分量
.

五
、

弹性力学大变形问题的变分原理

在几何大变形问题中
,

作用在变形体上的一些力可能是保守的或非保守的
.

为此
,

在研

究弹性力学大变形问题的变分原理时
,

我们以瞬时位形为基准
,
采取增率的形式

夕 即在物体

运动的每一瞬时
,

能量关系公式均成立
‘

同时我们假设体矩 tn = o , 以及弹性体的表面力和体

力是不随时间变化的
.

1
.

以瞬时位形为基准的位能广义变分原理

以 瞬时位形为基准的位能广义变分原理
:
设 试 , ,

叔
, 。, ,

价为不受任何限制的 自变函

数
,
则弹性力学大变形问题的精确解使泛函 (5

.

1) 取驻值
.

方
, 一

{(。, 一
。 ,

jl
。、 : ‘:办) 。, , 、。 十

{
_

。z
, 。‘、。 +

{
。

(
。 , 一 。‘)a 。

, 。‘。s

J g J 公 J 口 “

,

{
‘,

尸, 。 , ,
、s

J J P

(5
.

1 )

对
·

(5
.

1) 式取变分
。方

, 一
{ (夕妻一

。 ,
一
‘+ : ‘:沙) 。

(,
,

, 。。 +

l
a : , [。泞咨一 。(

。 ,

一!
‘
) + 。(:

‘,手)j。。

J 口 J 曰

斗

J
。·‘

,“一““一

丁
·
。

(
·’

一”“‘
·”,一 ,““·

Js二
”J一“·’““·

I
一 P , “”’““ 、5

.

2 )

利用G r e e n 公式

一 f
。任

,

。(。 , l:
,
、d。= 一 {

_ _

。任
. 。‘。”, J S

·

、
一

f
。艺

‘

J 口
‘ ’

‘

” J J 二 乃p 十 乃
。 一

J 。

将其代入 (5
.

2 )中
,

整理后得

加
, d习

“万
, 一

I
。

“‘一
’
“
‘+ L“沙’“a‘,

一

J
。 (a ”,

,“+ ; f
,

, 6
”’d “

d “ 十

几音
‘。勺-

a 艺萝)占(泞{ + 乙‘才 )d口

(
。 J 一刃J

)d(a {, n ‘
)d s
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一

{
。

(。 , , , ‘一 , , )。。 , 、s

J O p

(5
.

3 )

由占H
, 二 o ,

可得

武 , 11
,

一

卜p j
, = o (在日内 ) (5

.

4 )

‘, f, 一 a 任萝二 o (在口内 ) (5
.

5 )

旬 一。 , l}
‘+ 五‘忿办二 o (在。内) (5

.

6 )

。 , 一 ”, 二 o (在S
。

上 ) (5
.

7 )

灵 , n

一 户, 二 o (在S 一
上 ) (5

.

8 )

由上述结果可以着到
,
泛函 (5

.

1) 式取驻值可得到
:

.

(1) 静力平衡方程 , (2) 在体矩叫 二 o

时
,

应力张量的对称条件 , (3) 速度
、

角速度与应变速率之间的协调条件
;

(4 )在位移边界S
。

上 ,
变形速度和已知速度的相容条件 , (5) 在力边界 S ,

上
,
表面力的平衡条件

.

也就是说
,

由泛函 (5
.

1) 式取驻值
,

可以导出弹性力学大变形问题 的全部方程
,

从而位能广义变分原理

得证
.

上述的变分原理是从弹性体的虚功率原理出发的
夕
对材料的物性方程并没有限制条件

,

所以对于应力应变关系取成物理线性与非线性的物质都适用
.

2
.

以瞬时位形为基准的余能广义变分原理

以瞬时位形为基准的余能广义变分原理
:
设 灵 , ,

翻
, 浏 ,

争为 不受任何限制的自变函

数
, 则弹性力学大变形问题的精确解使泛函 (5

.

幼取驻值
.

方
。
一
f (应: + 去‘子办) 。 ,

,
、。 +

f (a , ,
}}
‘+ p f

,
)
。, J。一 f

_

(。 ,
, 。, 一卢, )。, 、s

J。
、 一

” 一
’ 一 ‘ 一 J

一
’

J。
、 J ‘

”
’

“
‘

一 J S , “ 一 J 一
’

一 J 厂 -

一
一
{
。 。。J 。. 。‘、s (5

.

9 )

JS
。 一 J 一 ’ -

一
、。

·
‘ 产

对(5
.

9 )式取变分

。方
。
一
{ (。; + : ‘: , )占a , , 、。 +

{
。。, 。(泞畜、 : ‘: 、)、。十 { (。 : , }!‘十 。了

,
)。。

, 、。

J 口 J O J O

二 f
, , , , ‘。‘ 11 、、 门 _ f

‘泞‘ 二 _ 万
.

、 ,
, . , 、 、 _ f

, .
5 , , , ‘ _ 、J 。

+ I v ‘
O 气a : , l!‘)a 占廿 一 l

。
气口 ; , n ‘一 犷了)O ”

户 a o 一 lt. ” J
O ta : j ”‘)d 合

J 口 J O 户 J 口 户

一

孔
,
。, ‘(a , , , ‘

)d s (“
.

‘。)

由于

J
。 一‘(a , ,

}
‘
, d“ 一

J
: _ , , 十、

。

一“(。 , , 一 , d s 一

J
。一 ,

‘
“a , , d“

将其代入(5
.

10) 式中
,
整理后可得

‘方一J
。
‘a , ,

“
‘+ , j, ,‘

·’d “ +

J
。

“ , 一 ” ,
}
‘

,

, L“‘, “, , d“

+

J
。

合
(a ‘

,

一
‘: )‘(‘卜 L“‘)d“一

L
,
‘a , ,

一 p , , “一d s

+

Js
.

‘
· , 一 , ‘, 6‘a , , 二 , d s

(5
.

1 1)

由dH
.
二 0 ,

可得
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a 曹小 、p f
, = o (在口内 ) (5

.

1 2 )

a {, 一 。 {萝二 o (在。内)
。

(5 1 3 )

泞; 一 。了{{‘+ L“沙= o (在口内 ) (5 1 4 )
。了一 。J = o (在S

。

上) (5
.

15 )

。 {, n ‘一户, = o (在S ,
上 ) (5

.

16 )

由上述可 见
,

由泛函 (5
.

的 式取驻值
,

可以导出弹性力学大变形 问题 的全部方程
, 从而

余能广义变分原理得证
.

以瞬时位形为基准
,
位能广义变分原理与余能广义变分原理的等价性

由

H , 一 11
。= 一

因为

几
一 {}

: a ‘, ““ 一

l
。 。‘, }一

’““ +

介
。·‘a ‘, 一“S +

Js
, ·‘U ‘, 一“S ‘5

·

1 ‘,

一

J
。 · , ,,‘。‘, d “

一J
、一 : 。十 :

二

一‘, 一d s +

I
。 。 ,

11‘t;, d口

将其代入 (5
.

1 7) 式 中
,

可得

11 , 一 11
。
二 0

从而证明了以瞬时位形为基准
,

(5
.

18 )

位能广义泛函万
,
与余能广义泛函刀

。韵等价性
.

4
.

以瞬时位形为基准的动力学问题广义变分原理

大变形动力学间题的广义变分原理
:

设 。
勺

, 泞夏
, 。’,

沙为 不受任何限制的自变函数
,

则弹性力学大变形动力学问题的精确解使泛函 (5
.

19 )和(5
.

2 0) 取驻值
.

方一J
。 (‘卜一“: 十

一

L“护) a ”, d “ 十
一

J
。 (p ,

J 一。切 , )一、。

+

J
s

。

(
一

, , , a ‘, 一d s +

Js
, p ,一d s

(5
.

1 9 )

方
。。 一 { (, : 十 : ‘子。) 。 : , 、。 、

{ (a , , !.‘
一 。l

, 一 。叨 , )。 , d“

J 口 J 曰

一

Js
, (a ,

,

一 ,
, , 一d s 一

J
:

。
a , , 一”, d s

上述大变形动力学问题的广义变分原理的证明是显而易见的 ;

一刀 . 。 = 0
.

(5
.

2 0 )

同时也可容易地证明 11 。,

弹性力学大变形问题的广义变分原理用于近似计算是很衷便的
,

这是因为容许的自变函

数 武” 必
, 。 J , 少的选取不受任何限制

,

所有的约束条件都是通过变分近似地得到满足的
,

这就克服了应用非广义变分原理时
,

自变函数在选取时必须满足约束条件的困难
.

当然
,

自

变函数选取得好坏
,
将对计算结果的精度是有影响的

.

参 考 文 献

〔11 陈至达
,

《有理力学 》
,

中国矿业学院研究生部 (1 0 80)
.

t 2 1 钱伟长
,

‘变分法及有限元》
,

科学出版社 (1 98 0)
.



用变分方法求解大变形对称弹性力学问题 6 8 5

〔3 ] 赵玉祥
、

顾祥珍
,

大变形对称弹性理论的广义变分原理
,

嵘国 际 非 线 性 力 学 会议 论 文集》

( 19 8 5 )
.

La rg e D e fo rm a tio n Sym m e tric a l E la s tie ity Pro ble m ,

So lve d by the V a r ia tio n a l Me tho d

Z h a o Y u 一x ia n g G u X ia n g 一z h e n S o n g X i一t a i

(L “ o . a n g I n s r泣t“才e o f H , d , a “lie E ” g in e e r fn g
.

L “ o夕a n g
,

H e ’”a n
)

Ab s tr a c t

In th is p a p e r
,

b a s e d o n th e m a th e m a t ie a l th e o r y o f e la s s i e a l m e e li a n ie s a n d

C h e n ‘ 5 th e o r e m l‘〕,
th e v a r ia t io n a l m e th o d lZ 〕 15 u s e d i n th e s t u d y o f la r g e d e fo r m a t io n

sy m tn e t r i《
、

a l e la s t ie ity p r o b le m s
.

T h e g e n e r a liz e d v a r ia t io n a l p r in e ip l
e s o f p o t e n -

t ia l e n e rg y a n d o o m p le m e n t a r y e n e r g y b a s e d o n th e i n s t a n t a n e o u s e o n fig u la r a t io n

a r e o b t a i n e d
, a n d th e e q 以 iv a le n e e b e tw e e n th e 七w o p r in e ip le s 1 5 p r o v e d

.

B e s id e s ,

t h e g e n e r a li z e d v a r ia t i o n a l p r in c ip le s o f d y n a m ie a l p r o b le m s b a s e d o n tll e in 、
‘

几 n ·

t a n e o u s e o n fi g u r a t i o n a r e a lso g iv e n
.

K e y w o rd s d y n a m i e s
,

la r g e d e fo r m a t io n
,

i n d e p e n d o n t fu n o t io n
,

g o n e r a li z e d v a r ia
·

t io n a l P r in e iPle


