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摘 要

本文利用单裂纹扭转的位错型解答
,

使用有限部积分的概念和方法
,

最后将含有单根水 平 裂

纹的柱体扭转问题归为解一个强奇性积分方程
,

并为其建立了数值求解方法
,

文末作 了 若干数值

例子的计算
,

结果令入满意
.

关妞词 边裂纹柱的扭转 强奇性积分方程 应力强度因子

引 言

用强奇性积分方程方法求解线弹性断裂力学问题
,

这是近几年来发展起来 的 一 种 新方

法
t ‘’.

在过去的文献中
,

若使用奇异积分方程求解裂纹问题
夕
则常将问题归为解一个或一组

在主值意义下的奇异积分方程
,

这种方程亦称为主值型积 分方程
.

此种方程的末知函数是裂

纹面的位错密度函数
〔“’,

它在裂纹前沿无界
,

因此函数的性质不好
,

这直接影响数值计算的

收敛性和精度
.

对于平面断裂力学
,
由于一维主值型方程已有较好的数值法

,

故在数值计算

上还不会出现很大困难 ; 但对子韧带很小的深裂纹问题
,

由于边界影响剧烈且未知函数在裂

纹前沿性质不好
,

此时数值计算的收敛很慢
, 因此此种方程使用不再方便

.

此外
,
对三维断

裂力学
,
由于二维主值型奇异积分方程数值法尚未很好建立

,
所以此种方程在三维断裂力学

中用得更少
.

最近 N
.

1
.

I o a ki m id 访
‘”和 F

.

E r d o g a n 〔3 ’
等将强奇性积 分的有限部积分法

引入 断裂力学
,

并导出了 I 型裂纹问题的强奇性积分方程
.

这种方程的未知函数是裂纹面的

位错函数
, 它在裂纹前沿连续有界

,

所以在使用 有限部积分的方法后
,

强奇性积分方程的数

值法要比主值型的更易建立
,
此时数值计算的工作量也将大大减少

,
所以

,

在 目前 的 文 献

中
,
这种方法巳被许多学者采用

〔1, 昌’‘’.

本文的目的是将强奇性积分方程方法推广用于 带 裂

纹柱体的扭转
.

我们对文 〔5〕获得的单裂纹解进行改造
,

将其用裂纹面的位错啄数表示
,

进

而将含有单根水平裂纹的住体扭转问题
,
归结为解一个强奇性积分方程

,
并仿照文 〔3j 的方

法为其建立数值法
,
最后以边界裂纹问题为例进行具体的数值计算

.

从得到的结果来看
,

数

值结果具有很高的精度
,

此外
,
这里的数值法也较主值型的更为简单

, 因此强奇性积分方程

方法是可以推广使用的
.

.
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对于 图 了单裂纹圆柱
,

, (
· , 。卜真{:l

a r C‘g

、

单裂纹扭转的位错型基本解

卜 泳 3
, -

,

一

它的扭转函数 甲(
x ,

川由文〔5] 给出为
:

h 一夕

X 一 矛

一
‘g *

绝忌竺
, 二

l, (, )“,
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.

, )

式中f( 约为裂纹 (a
,

b) 的位错密度函数
:

f(, )一 口
_

乙 t ‘

[ u
二

(t
,
h

+

)一
u :

(矛
,
h
一

)」
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若引入裂纹 (
a ,

b) 的位错函数
:

F (t )二 一 [。
,

(*
,

h
+

)一
u :

(t
,

h
一

)〕/ Za

则对 (2
.

1) 进行分部积分
,

并使用裂纹的位移单值条件后
,

函数F (t) 表为
:

(2
.

3 )

以上单裂纹解便可用裂纹的位错

I f,

叭x, , ’气元J
。
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域中的应力由上式求得为
:
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a 拼
、

户
了” = 口拼工一 几厂 l

兀 J a
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柱体的抗扭刚度应按以下公式计算
:

。 一 习尹
一 2,

f
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乙
’
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应力强度因子可按普通定义求得为
:

‘
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三
、

强奇性积分方程

使用表达式 (2
.

6 )
,

使其满足图 1 裂纹 (
a ,

b) 上下表面无外力作用条件
,

则得问题的强奇

性积分方程为
:

蛋:
(
仁认

2 “‘一

{:
K

l

“
, ·

,F “,“‘

一
x 〔(

a ,
b ) 3

.

0

式中第一个积分是强奇性的
,

应按有限部积分方法计算
,
第二个积分在 内裂纹 时 为 普 通积

分
,

.

在边裂纹时可按主值积分计算
, 其中核为

:

K
,
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, x ) 二
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2
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(t一
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Z
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_

L强奇性积分方程 (3
.

1) 可使用文「3〕介绍的数值法求解
,

矛二尸 一h
“ .

若引入新的变量(r , :
)和新函数叫动

:

(3
.

2 )

此 处只计算 边 界 裂 纹
,

则坐标

b 一 a

,

口十 a

9

b 一 a

S

二

协
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(3
.
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F (t) 二

则 (3
.

1) 化为标准形式
:
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对于端点
a

其中

与柱的边界厂接触的边界裂纹
,

则函数 甲(
:
)可表示为

:

切(
r
)= 叻(

r )。 (
r )

。沙 )二 斌 1 一 :

(3
.

6 )

(3
.

7 )

函数叻(
:
)取以下待定多项式

:

砂(
r
)‘ 乙

a o r ”

(3
.

8 )

则系数‘可由以下代数方程组决定
:

.
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乙
“

声
。
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2 (j二 0 ,
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,
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式中
: ,
为第一类 C h e by s h e v 多项式的零点

:
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m 丹
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1
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、 下刀
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此外G
.

(s ,
)由以下强奇性积分得到

:
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式中右边第一个积分是强奇性的
, 因而按 有限部积分法计算

,

文 〔3〕

该文中的一般表达式 有印刷错误
,
故本文在附录中作了重新推导

.

(3
.

1 1 )

巳给出了具体公式
,

但

解以上代数方程组 (3
.

9 )
,

可求出各待定系 数
a .

(n 二 o , 1 ,
⋯

, 。)
,

将它们 回 代 (3
.

8)
、

(3
.

6)
、

(J
.

4)
,

即得原来的未匆函数F (t )
,

再由 (2
.

4) 便可求得柱体的扭转函数 尹(x
,

y)
,

于

是 图 1扭转问题便获得解决
.

对于裂纹端点
。
与厂接触的边界裂纹

,

柱的抗扭刚度由(2
.

7) 按
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下式计算
:

_
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D
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式中D
。= 二拼R

‘/
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2 ,

裂纹端点b的应力强度因子由(2
.

9) 求得为
:

K ,
(b ) ~

a 召斌6二云

2 乙
a 。 , 。 二 斌尸 二序 (3

.

1 3 )

还应指出
,

本文作数值计算时曾遇到系数矩阵为病态的情形
,

因而使用了文 沛〕介绍的改进

的 G r a m 一s c h m id 七方法对‘进行 了处理
〔”

.

从得到的结果看
,
本文的处理是成功的

.

四
、

数 值 结 果

本文仅对边界裂纹的扭转作了数值计算
.

计算时使用了无量纲参数的不同组合
,

数值结

果与文献〔8〕作了比较
,
主要结果如下

:

例 l h一 。的边裂纹柱的扭转

当图l
一

中的边裂纹位于
x 负轴上

,

柱的抗扭刚度 已由文〔8」用复函数法获得
:

D . =
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为了验证本文方法
, 这里使用前面得到 的强奇性积分方程

,

按不同的无量纲参数 L / R 对柱的

抗扭刚度及裂纹端点 b 的应力强度因子作了数值计算
,

所得的无量纲抗扭刚度 D一 D / D
。

及
应力强度因子 K 到b )一 K ,

(b) / K
。

(K
。
一 。M R 斌乙 / (斌 2

一

D
。

))列于表1
,

其中价与理论值D .

作了比较
.

表 1 D.
,
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’
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例2
.

h笋 。的边裂纹柱的扭转

与例 1类似
, 这里使用 不同的无量纲参数h/ R 和L /斌刀

“
一尸 对柱的抗扭刚度 刀 及应力强

度因子K
,
(b )作 了数值计算

,

它们随这些参数的变化见图2和 图3 :
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K
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(b)
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图 2 图 3

附 录

公式 ( 3
.

1 1) 中强奇性积分的计算

公式 ( 3
.

1 1) 巾的二阶强奇性积分可按以下一般表达式计算
:

。 : 、
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关于上式的具体计算
,

文 [ 3〕已对其作了简化
,

并在其附录中给出了表达式
,

但 经 作者 核 验
,

其 中系 数

A 迄有错误
,

故本文在此给出了自己的推导过程
:
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,
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因此(A
.

3) 的后半部分的积分为
:
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上式即为本文获得的结果
,

其中等式右边第二个和号与文〔3 1给出的不同
.
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