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摘要:  利用薄板控制微分方程的等效积分对称弱形式和对变量(挠度)采用移动最小二乘近似函

数进行插值, 研究了薄板弯曲问题的无网格局部 Petrov_Galerkin 方法# 这是一种真正的无网格方

法,它不需要任何有限元或边界元网格 ,不管这种网格是用于能量积分还是进行插值的目的# 所

有的积分都在规则形状的子域及其边界上进行,并用罚因子法施加本质边界条件# 数值例子表

明,无网格局部 Petrov_Galerkin法不但能够求解二阶微分方程的边值问题, 而且求解四阶微分方程

的边值问题也很有效,也具有收敛快、稳定性好、对挠度和内力都具有精度高的特点# 
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引   言

最近几年, 无网格方法的研究愈来愈受到人们的重视# 无网格方法的主要优点是摆脱或

至少是减轻了对整个结构划分网格的困难# 特别是在自适应方法中,在结构需要增加或减少

网格的地方,只需增加或删去节点,而不需要对整个结构重新划分网格# 

最近Atluri等人提出了无网格局部 Petrov_Galerkin方法,并用这种方法求解了二维位势问

题和梁的弯曲问题[ 1~ 4]# 这种方法利用局部子域上的积分方程的等效弱形式和采用移动最小

二乘函数进行插值, 所有的积分都在规则形状的子域及其边界上进行,而不需要任何有限元或

边界元网格# 

本文将无网格局部 Petrov_Galerkin方法应用于求解薄板弯曲问题# 由于采用移动最小二

乘函数来近似解变量(挠度) , 不便于施加本质边界条件, 所以采用罚因子法施加本质边界条

件# 

1  薄板弯曲问题的局部 Petrov_Galerkin法

以横向挠度 w 为变量的薄板弯曲问题的控制微分方程为
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  D ¨4
w ( x 1, x 2) = q( x 1, x 2) ,   ( x 1, x 2) I 8, ( 1)

式中 q ( x 1, x 2) 为横向分布载荷集度, ¨4 是双调和算子,在直角坐标系下, 它为

  ¨4
=

54

5x 4
1
+ 2

54

5x 2
15x 2

2
+

54

5x 4
2
, ( 2)

D 为弯曲刚度,

  D =
Eh

3

12( 1- M2)
# ( 3)

式中, E为弹性模量, M为泊松比, h为板厚# 薄板的区域 8的边界为#,在 #上有下列边界条

件:

本质边界条件:

  w = �w ,    #u1上; ( 4)

  5w
5 n = �Hn ,   #u2上# ( 5)

自然边界条件:

  Mn = �Mn ,   #t 1上; ( 6)

  Vn = �Vn,   #t 2上# ( 7)

式中, �w、�Hn、�M n和�Vn分别是边界 #上给定的横向挠度、法向转角、法向弯矩和法向等效剪力# 

微分方程( 1)和边界条件( 4)、( 5)在子域 8s( I 8) 上的等效积分弱形式为

  Q8
s

(D¨4
w - q ) vd 8 + A1Q#

u1

( w - �w ) v d # +

    A2Q#
u2

5w
5 n - �Hn v d # = 0, ( 8)

式中, w和v分别为试函数和权函数, #u1和 #u2是边界5 8s给定边界的部分, A1, A2( m 1) 是施

加本质边界条件的罚因子# 

利用格林恒等式和散度定理, 方程( 8)可以表示为
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5w
5 n - �Hn v d # = 0, ( 9)

式中, 5 8s是子域 8s的边界, n是边界5 8 s的外法线方向# 我们将子域边界5 8s再分为 Ls和

#s两部分,即 5 8s = L s G #s,其中 L s是 5 8s 上无边界条件给定的部分,而 #s 是5 8 s 给定边

界条件的部分# 于是,方程( 9)变为
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式中, [ M t (#) ] +- 表示扭矩在角点的跳跃值, T 为角点总数# 方程( 10)中其他符号的意义如下:

  

Mn ( w ) =
- D

2
(1- M)

1 + M
1 - M

¨2
w + cos2BL 1( w ) + 2sin2BL2( w ) ,

Mt ( w ) = D(1 - M)
1
2 sin2BL1( w ) - cos2BL 2( w ) ,

Vn ( w ) = Qn( w ) +
5M t

5s = - D
5
5 n( ¨

2
w ) + L 3( M t ) ,

( 11)

式中

  

¨2
=

52

5r 2+
1
r

5
5r +

1

r
2
52

5H2,

L 1 =
52

5 r2 -
1
r

5
5 r -

52

r
25H2

,

L 2 =
5
5 r

1
r

5
5H ,

L 3 = - sinB 5
5 r - cosB 5

r5H+
cosB
r

-
1
Q

5
5B # 

( 12)

在上面的式子中, Q是边界 #s 的曲率半径,并规定 Q位于凸的一方为正; n, t 是边界曲线的外

法向和切向, r , H是极坐标柚; B是边界外法向n与距离 r 之间的夹角# 

在通常的伽辽金方法中, 试函数和权函数取自同一函数空间, 而现在的 Petrov_Galerkin方

法, 试函数和权函数取自不同的函数空间# 试函数w 用移动最小二乘函数近似,而权函数 v选

取已知函数# 我们特意选择权函数 v及其法向导数5 v/ 5n在局部边界L s上(对于位于 8内的

节点, L s为一圆; 对于位于整体边界 #上的节点, Ls 为一段圆弧) 为零# 而移动最小二乘函数

的加权函数却具有上述性质, 即加权函及其一阶法向导数在加权函数的支持域半径 ri上为零,

只要选择加权函数的支持域半径 ri 与子域 8s 的半径 r 0相等就可以了# 于是,对于完全位于

8 内的节点的子域 8s ,由于没有边界条件给定且不存在角点, L s S 5 8 s, #s = 0, 在方程(10)

中,沿 Ls 和 #s 上的积分为零,方程( 10)变为
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对于位于整体边界 # 上的节点的子域 8s ,由二部分组成,即5 8 s = Ls G #s, 其中 L s为中心在

节点的一段圆弧, #s 为整体边界的一段# 在 #s 上,权函数 v及其法向导数5v /5 n 不再为零,

因此在方程(10)中,沿 #s上的积分不消失# 我们把 #s划分为本质边界条件 #u和自然边界条

件 #t 两部分,并对方程( 10)施加自然边界条件, 则有
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    Q#
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重新排列上式, 我们得到薄板弯曲问题局部等效积分对称弱形式的方程
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2  离散和数值实施

在这里,对横向挠度 w , 我们采用移动最小二乘函数进行近似, 移动最小二乘法的详细论

述参见文献[ 5]和[ 6]# 

  w
a
( x ) = 5T

Ŵ= 6
N

j = 1

<j ( x ) ŵ j , ( 16)

式中 ŵ j 是未知虚拟节点值, N 是子域8 s上加权函数 gi ( x ) > 0的节点总数, <j ( x ) 是移动最小

二乘近似函数的形函数# 

由方程( 11)可得到内力的形函数为

  M
a
n ( x ) = 6

N

j= 1
Mnj ( x ) ŵ j , ( 17)

  M
a
t ( x ) = 6

N

j= 1

M tj ( x ) ŵ j , ( 18)

  V
a
n( x ) = 6

N

j= 1
Vnj ( x ) ŵ j , ( 19)

式中

  Mnj ( x ) = - D[ v <j , pp + (1 - M) nknl <j , kl ] , ( 20)

  M tj ( x ) = - D (1- M) (- 1) lnkn3- l <j , kl , ( 21)

  Vnj ( x ) = - D[ <j , ppknk + (1- M) (- 1) l+ m
nkn3- ln3- m <j , klm ] , ( 22)

    ( p , k, l , m = 1, 2)# 

在用移动最小二乘函数近似横向挠度 w 时, 首先必须选择基函数和加权函数# 由方程

(15) 可以看出, 在子域 8s 内出现挠度的二阶导数,而在整体域的边界上出现了挠度的三阶导

数,为保证积分在域内及其边界上存在, 必须选择 C
2
连续可微函数# 移动最小二乘函数的连

续可微性由基函数和加权函数的连续可微性确定# 因此在本文中, 我们选择基函数为 3次、4

次和 5次,以及五次样条加权函数,五次样条函数具有 3阶连续可微的性质# 
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五次样条函数定义为

  gi ( x ) =
1- 10

d i

ri

2

+ 20
d i

ri

3

- 15
di
r i

4

+ 4
d i

ri

5

,   0 [ d i [ ri ;

0,   d \ ri# 
( 23)

式中, d i = +x - xi + , ri 是节点 xi 的加权函数g i 支持域半径# 

把式( 16) ~ ( 19)代入方程( 15) , 得到离散线性方程组

  6
N

j= 1
Kijŵ j = f i   ( i = 1, 2, ,, N ) , ( 24)

式中, N 是节点总数,

  Kij = Q8
s

[ D<j , kkgi , ll - D (1- M) (- 1)
k+ l
<j , klgi , ( 3- k) (3- l ) ] d 8 +

    Q#
u1

5 gi
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u2

5g i
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t1

giVnjd # +

    Q#
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5g i

5 nMnjd # + A1Q#
u1

<jg id # + A2Q#
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<j, ng id # + 6
T

[ M tj ]
+
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  f i = Q8
s

qgid 8 - Q#
t1

5g i

5 n�M nd # + Q#
t2

gi�V nd # +

    A1Q#
u1

g i�w d # + A2Q#
u2

�Hng id #, ( 26)

式中, g i = g i ( x ) = g( x , x i ) 是节点 i的加权函数在x 点计算的值# 在这里应注意,对于完全

位于域 8内的节点, L s S 5 8 s;在式(25) 和(26) 中沿 #u1、#u2和 # t1、# t2上的积分为零# 还应

注意:根据所考虑问题的边界条件,沿 #u1、#u2和 # t1、#t 2上4个积分中选择二项积分,因为 #u1

H # t2 = ª 和#u2 H #t1 = ª# 如果所考虑问题的边界 #上存在自由角点或有角点支承,则在

式(25) 中还应选择角点扭跳跃项 6
T

[ M tj ]
+
- g i# 例如, 对于铰支边, 应选择 #u1和 #t1两项积

分# 

3  数 值例 子

各种载荷下的方板是标准的试验例子,因为有许多数值解和解析解进行对照# 本文算例

的计算结果与用整体边界元法计算的结果[ 7]和解析解[ 8]进行对照# 

在计算中, 每一个子域的半径应尽可能大,以使得所有子域的并集能尽可能多地覆盖整体

域 8# 在下面的所有例子中,对于内点,子域半径为2. 5倍最小网格尺寸; 对边界点,子域半径

为2. 5倍最大网格尺寸# 在数值计算中,在 #s上取 9点高斯积分,在子域 8 s 内取 6 @ 9个高

斯点积分# 

3. 1  四边固支方板

为验证局部 Petrov_Galerkin法应用于薄板弯曲问题的有效性和可行性, 首先分析一个四边

固支承受均布载荷的方板# 为了与文献[ 7]的结果相对照,采用了 25( 5 @ 5) , 81( 9 @ 9)和 289

( 17 @ 17)的规则网格节点# 表 1给出了板中心挠度和弯矩,以及板边中点弯矩的数值# 由表 1

可以看出,与文献[ 7]和[ 8]的结果相当吻合# 
在表中, q 是均布载荷集度, a 是板边长, D 是板的弯曲刚度# 在移动最小二乘函数中采

用四次基函数和五次样条函数进行近似, 而文献[ 7]采用整体边界元方法并将整板划分为 32
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个单元# 
表 1 承受均布载荷的四边固支方板的挠度和弯矩

方法 中点挠度 w c( @ D/ qa 4) 中点弯矩 M c( @ 1/ qa 2) 边中点弯矩 M e( @ 1/ qa2)

本法

5 @ 5 0. 001 250 0. 022 75 0. 051 70

9 @ 9 0. 001 253 0. 022 80 0. 051 45

17 @ 17 0. 001 257 0. 022 88 0. 051 42

参考文献[ 7] 0. 012 55 0. 022 82 0. 051 40

参考文献[ 8] 0. 012 60 0. 023 10 0. 051 30

   图 1 承受均布载荷的四边固支         图 2 承受均布载荷的四边固支

方板板边弯矩变化曲线 方板板边剪力变化曲线

  在图 1和图 2中,分别给出了板边弯矩和剪力的变化曲线# 从图中可以看到, 各种网格节

点,甚至 5 @ 5网格节点的结果都与文[ 7]的结果吻合相当好# 

3. 2  四边简支方板

为了说明局部 Petrov_Galerkin方法的收敛性和进行误差估计,分析了承受均布载荷四边简

支的方板,并计算了板的挠度和能量模# 挠度和能量模分别定义为

  +w + = Q8
w

2d 8
1/ 2

, ( 27)

  +e + =
D
2Q8

( ¨2
w )

2
d 8

1/ 2

# ( 28)

相对误差分别定义为

  rw =
+w

n
- w

e +
+w

e +
, ( 29)

  re =
+e

n
- e

e +
+e

e + # ( 30)

式中, w n和 e
n分别表示用现在的数值方法计算的挠度和能量, w

e和 e
e分别表示用解析方法计

算的精确挠度和能量# 由文献[ 8]可知,四边简支承受均布载荷的挠度精确解为

  w =
16q

P6
D

6
]

m= 1, 3, ,
6
]

n= 1, 3, ,

sin
mPx
a

sin
nPy
a

mn
m

2

a
2 +

n
2

a
2

, ( 31)

式中, q 是均布载荷集度, a 是板边长# 

在计算时, 移动最小二乘函数采用三次、四次和五次基函数和五次样条加权函数, 并采用
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49( 7 @ 7) , 81( 9 @ 9)和289( 17 @ 17)的规则网格节点# 

  图 3 四边简支方板挠度模 +w +        图 4  四边简支方板能量模 + e+

的相对误差和收敛率 的相对误差和收敛率

在图 3和图 4中,分别给出了挠度模 +w +和能量模 + e +的相对误差和收敛率# 由图

可以看出, 局部 Petrov_Galerkin法对挠度和能量模都具有较高的收敛率, 而且对挠度及其导数

(能量)都有较高的精度# 由图还可以看出,五次基函数比三次和四次基函数给出了好一些的

结果# 

4  结   论

在本文中, 推导了用局部 Petrov_Galerkin法求解薄板弯曲问题的公式及其实施方法和计算

步骤# 数值例子的收敛性研究表明,这种方法对挠度和能量模具有较高的收敛率# 同时由于

试函数和权函数具有较高的连续光滑性,内力也具有较高的精度# 数值结果还表明,较高次数

的基函数和样条加权函数能给出较好的精度# 
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Local Petrov_Galerkin Method for a Thin Plate

XIONG Yuan_bo,  LONG Shu_yao

( Depar tm ent of Engineer in g M echanics , Hunan Un iver stiy ,

Changsha 410082, P . R . China )

Abstract: The meshless local Petrov_Galerkin(MLPG) method for solving the bending problem of the

thin plate were presented and discussed. The method used the moving least_squares approximation to

interpolate the solution variables, and employed a local symmetric weak form. The present method was

a truly meshless one as it did not need a finite element or boundary element mesh, either for purpose

of interpolation of the solution, or for the integration of the energy. All integrals could be easily evalu-

ated over regularly shaped domains ( in general, spheres in three_dimensional problems) and their

boundaries. The essential boundary conditions were enforced by the penalty method. Several numerical

examples were presented to illustrate the implementation and performance of the present method. The

numerical examples presented show that high accuracy can be achieved for arbitrary grid geometries

for clamped and simply_supported edge conditions. No post processing procedure is required to com-

puter the strain and stress, since the original solution from the present method, using the moving least

squares approximation, is already smooth enough.

Key words: thin plate; meshless local Petrov_Galerkin method; moving least square approximation;

symmetric weak form of equivalent integration for differential equation
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