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摘 要

本文研究随机劝力荷载作用下随机结构反应有限元分析方法
,

提出了随机结构动力反应 和 基

随扫L抗力可靠性计算公式
.

关健词 随机结构 可靠性

一
、

随机结构的动力反应

实际结构中存在着各种不确定性量
,

如材料特性分布
、

结构形状
、

几何参数
、

边界条件

等
.

近年来
,

人们愈来愈清楚地认识到
,

将这些客观存在 的不确定量视为随机变量
, 要较之

通常人们取为确定性量更为合理
.

同样
,

作用在结构物上的某些动荷载
, 如阵风

、

地震
、

波

浪等
,

宜于模拟为随机过程
.

本文采用随机有限元方法分析随机结构
,

并将作用于结构物上的随机动荷载视为随机过

程
.

根据随机有限元理论
夕 可将结构 的随机特征向量{Z }表示为

:

{Z }= 笼Z卜 {a } (1
.

1 )

式 中{么}= E 〔诬Z 门为随机向量 {Z }的均值
,

{时表示均值为零的小随机向量
.

将随机刚度矩阵 〔K 〕按泰勒级数在 a 随机量的均 值点展开
,
有

:

万 _ N 万

〔K 〕一〔‘〕十
石

。〔州
‘’」山 +

音石弓
〔此

’」价内
(1

.

2 )

其中 [厂」为在
a
均 值点的刚度矩阵

,

属确定性量
; 〔K ;

‘’〕
,

〔K ;约 分别为刚度矩阵〔K 」对

随机变量的一次
、

二次导数在
a
均 值处的导数值

; N 为随机变量的总数
.

类似地
,

若忽略质

量矩阵和阻尼矩阵的随机性
,

则随机位移反应向量 {尤 }也可写成
:

福K }一 {叉卜 乙 a{ 侧
‘’

}af
·

合鑫卖
,

‘尤‘、‘“
‘

aj

(上
.

3 )

式中的上标(l)
、

(2) 也表示导数的阶
.

结构振动方程为
:
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仁对〕{戈}+ 【e 〕诬戈」、
一

〔尤〕{刃 }= {尸 (t )}

具中 {M 〕为质量矩阵
,

红C ]为阻尼矩阵
,

{F (才)}为随机动力荷载向量
.

将式 (]二 2 )
、

(1
.

3 )代入方程 (认均中
,

经整理可得如下方程组
:

[M 〕{工 } + [C」{叉 j十 〔刃〕福X }二 {F }

(1
.

4 )

〔汀〕{戈荟
‘’}

一

、〔C〕{戈 ;
‘’} 一 厂K 」{火百

‘, }= 一 [尤 ;” 」笼X } (i一 !
,

⋯
,

N )

〔万」诬戈 ;乡
, 全

一

。 [C〕笼充}
2 , } + [万」{X ‘

二
2 , }= 一 [K 奋乡

, 」笼X 卜 仁K {” 」{X 乡
, ’}

(1
.

劝

(1
.

6 )

一 [K , ‘’}{X ;
‘, } (f

,

j= ] ,
⋯

,

N )

故反应 笼叉 } , {万
‘” }和 {X 好

, }均为随机过程向量
.

(1
.

7 )

由于荷载护
’

}是随机过程向量
,

采用振型分解法求解
.

令

{戈 }= [必」{歹}

笼X ;
‘’}= 〔中」{刀言

, ’}

{X
‘

乡
, }= 〔孕 ] {夕;圣

, }

式中少为振型矩阵
.

若 「C ]为瑞雷阻尼
,

且有

〔中 j, 〔M 」〔少」二 I

[小 ]
,

[C〕[少」= [d ia g (2君
,。 , )] = [C 关〕

〔中」
,

〔K 〕〔中 ] = 仁K 芳〕= [d ia g (。 : )」

则将式 (1
.

5) 代入到式 (1
.

5 )~ (1. 7) 中并左乘「少〕
, , 得

{歹}
一

卜[C 关」(歹) + [K 苦」笼歹} = 笼f(r )}

{夕“
’}

一
卜 〔C , 〕{夕“

’} + [K ‘〕{夕;
‘’} = 笼f

, ‘}

{夕;乡
, } + [C朴〕{夕云夸

,

卜 〔K 关〕{刀;今
, }= {f

Z ‘, }

在式 (1
.

1 0 )、 (1
.

1 2 )中
:

{f(r)}= 〔中〕
,

{F (t )}

{f
l‘}二 一 [由〕

,

[K 云
‘’」[ I 〕

资f
: ‘,

卜 一 〔巾 ]
少

([K ;吞
, 」{X }一 [K ;

‘’] {X ;梦卜 仁K 诊
, ’」硬X “

’} )

位移反应的协方差矩阵 (仅考虑前二阶) 为

(1
.

s a )

(1
.

s b )

(1
.

s e
)

(J
.

U a )

(1
.

g b 、

(1
.

g e )

(]
.

10 )

(1
.

1 1 )

(1
.

LZ )

(1
.

1 3 a )

(1
.

13 b )

(1
.

1 3 e )

N N

r 二 = 厂, 弓
一

乙 乙 E (a
‘a ,
)I’犬

,

(X {”
,

X , , ’
)

名= I J 一 1

;愈户
E (
一 , 〔r

一
‘,

,

X 一 , 一厂

一
‘尤‘“

’,

”」 “
·

, 4 ,

式中 r 戈一 E 叫叉 }{ 了}
,

」

厂 x “ )
(X

‘” ,

X , , ’
)= E 〔{X ;

” X 沙‘’}」

厂牙
, 二 : )

(了
,

尤;吞
,
)~ E [ {叉 }笼X ;吞

, }
,

〕

I’二 / 2 )分(X ;乡
,叉 )二 E [谧X ;乡

, }笼戈 }
,

〕

若用谱密度形式表示
, 式 (1

.

14 )应改写为
:

(1
.

15 a )

(1
.

1 5 b )

(1
.

1 5 e )

N N

二s x
(
。)
)卜 [s : (。 )〕

。

干
习 E E (

a ‘a , )[S x “ ,
(X i

‘’X 乡
‘’ , 。 )〕
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N 左

E (a
‘a ,

川 S 牙
, * : )

(戈
,

X
,

乡
, , 。 )]

一

、
一

仁S 二 ‘: , 牙 (X 苍号
, ,

戈
, 。 )] }

(了
,

1 6 )
对于式 (1 10 )有

S 口万
,

(由 )= H 芍(。 )j子, (。 )g j f , (a
。

)

式中H
,
(。 )为频率反应函数

,

由式 (1
.

祀 )计算曰 了; 刀育(。 )与H
‘

(。 )共扼
.

上式对于
一

{刀
‘” }

,

{刀
‘

二
, }亦成立

.

式 (1
,

17 )的矩阵形式为

[S 、(。 )〕= 〔H
爷(。 )」仁S , (。 )〕[刀 (。 )〕

其中

〔万 (。 )〕= 厂d ia g {万
j
(。 )}」

由式 (1
.

1 3 )可推得

[ S 了
(。 )] 二 [巾 ] 少[ S

;

(。 )] [少」

由式 (1
.

8 a) 可推得

仁S 叉(。 )〕二 仁少〕〔S * (。 )] 仁巾」
,

二 L小〕[万
,
(。 )[小〕

,

仁S
;

(。 )〕[中」[H (。 )〕【矛〕
,

对于式 (!
.

.

: 6 ) 第二 项 中 的 S 二 (‘,
(X )

‘’,

X 乡
‘’ , 。 )也有类似 的推导

,

即

(1
.

1
一

7 )

(1
.

18 )

(]
.

19 )

(1
.

2 0 )

(1
.

2 1 )

(1
,

2 2 )

石s 、 : ) (X “
’ ,

X , ‘’ , 。 )」= 〔小〕仁S
; (, , (刀“

’, 刀 , ‘, , 。 )] 〔小」
,

(见式 :
.

2 ] )

= 巨小」【H 牛
(。 )」仁S j

l

(f
, ‘ ,

f
l , , 。 )」[刀 (。 ) [巾」

,

(见式 1
.

戮s )

[s 二 ( ; ) (尤“
’ ,

尤 , ‘’ ,
。 )] 一 〔巾」仁11 带 (。)」[中〕

,

仁K “
’] [S 了(。 )〕[K

, ‘’〕
甲

[小〕[H (。 )」[中」
,

(1
.

2 3 )

同理
,

式 (飞一 花 ) 中的S 了
, 二 : , (了

,

X 才
, 。) )应为

s 牙
, 二 幻 (叉

,

x ‘

吞
, , 。 )二 [中」〔S , ; : 2 )

(歹
, 夕;今,

, 。 )〕仁小」
,

(见 1
.

8 )

= [中」[H
帝(。 )」[S f厂

2

(f
,

f
: ‘, 。 )] [H (。 )〕[中〕

,

利用式 (王
.

1 0 )
、

(1
.

里2 )
,

有

[s fj
Z

(j
,

f
: ‘J。 )卜 一 〔S , : (。 )」[K 房

, ] , [巾卜 [ S f 二 , ,
(f

,

X )
‘’, 。 )〕[K “

’」
,

[少」

一 红S , 二 ‘, , (f
,

X 云‘’ , 。 )〕〔K
, ‘’〕

,

〔山〕

式中

[S 了了(。 )〕= [ S 了
(。 )〕[H (。 )] = 〔中 ]尹仁S ;

(。 )〕[小〕[H (。 )」

汇S , 二 , )(f
,

X , ‘’。 )] 二 〔S 了 ;
r
‘,
(f

,

X , , ’ , 。 ) ]仁小」
, 二 [ S ff

, ,

(f
,

f
, ‘, 。 )」〔H (。 )j[中 j

7
’

二 一 [ S 了无(。 )〕仁K
‘, ’〕

,

仁巾」[H (。 )〕[小 ]
,

二 一〔小〕
,

[ S
,

(。 )〕[小」[ H (。 )」[K ;
, ’〕〔小〕〔万(。 )〕[小〕

,

由于刚度的随机性
,

因此
,

结构的 自振频率
、

振型都是随机的
,

在如下特征方程中

(〔K 〕一兄〔M 」){必}= o

解出的特征值
,

特征向量王巾}都是随机量
.

不失一般性
夕

可设

几= 无
二

, , 、

1 二 么
. 。 、

卜

黔
“‘几“

‘

十落
一

忍扫
“‘“八争

‘

(1
.

2 4 )

(1
.

2 5 )

(1
.

2 6 )

(1
.

2 7 )

(1
.

2 5 )

(2
.

2 9 )

(飞
.

3 0 )

及



曹 宏 李 秋 胜 李 芝 艳

N N

冲 } = 笼巾卜 兄
a ‘

{必
: ‘’} + 乙 乙

a ‘a , {少
‘

今
, 卜 (〕

.

3 1 )
公~ [ j ! l

将式 (1
.

3。)
、

(1
.

3功代入到式 (仁 2幻中

N N

(仁万」
一

、乙
a :

[K “
)

」
一

E 艺。 a , 〔入 打」一 人仁几们 一 乙
a ‘
几云

‘’〔M 」

一

艺 乙
a ; u , 凡;乡

, [几了」)({中 } 十

刀
““孕

‘”’号 2

厂只
“‘a 了‘中 ‘

乡
’于’一 ‘0 全 (‘

·

3 2 ’

上式 可分解为

(〔厂 」一 入[M」){巾 }= 义。}

(仁K 」一 入[M 」){中
。‘’}= 一 (〔K ;

‘’」一心
‘’〔万」){小 }

(1
.

3 3 )

(1
.

3生)

(〔万」一 人目了J)笼少
‘

乡
, }= 一 ([K ‘

二
, 〕一 元

‘

圣
, 〔M 」)遥中圣

一 ([K {
‘, 〕一之;‘, 〔M」)笼少乡

‘, }一 (K 乡
‘’一之j

, ’〔M〕)王中{
‘’} (1

. ‘

一 少

由于式 (卜 3 3 )是确定性方程
,

难于求得特征值无
‘及相应的特征向量 {毋}‘

.

作交换

{中 }
‘二 (M丁)

一 ‘/ 2

{巾 }
‘

(〕
.

:; 6 )

其中

M节一 {小 }T〔M H 小 }
‘

(1
.

37 少

并将 笼币}
‘
按升幂排列为矩阵 [中〕, 则〔巾」满足

[小〕
,

〔M 」[小 ]一 I ( }
.

3 8 )

若对特征值牙
‘
亦作升幂排列

,

则有

[K 来〕= id ia g (。
‘

)
2

〕= 缸d ia g (凡
,
)〕 (,

.

3 9 )

由此可知
, 在强迫振动计算中

,

可以不必求出式 (飞
.

扭 )
、

(;
.

肠 )中的末知项式
.

式 (1
.

3攫)
.

(双 3 5 )的解法可见附录
.

当荷载为地震荷载或风荷载时
,

仁S
;

(。 )〕可简化
,

对于地震荷载

{F (亡)}= 一 [M 〕{1 }
a (t ) (1

.

4 0

式中a( t) 为地面运动加速度
.

由此不难导出

仁S
,

(。 )」= [M ]笼1
:

}{1 } , 〔M 〕S
“

(。 )

通常S
。

(。 )采用金井清谱
:

(1
.

4 1 )

S
。

(。 )=
。 ; 十馆二。

“。 2

一 。 2

)
2 + 选占二。子。

z
S
。

(1
.

二2 )

其中。
。、

占
,

分别为场地土卓越周期及频率
,
S

。

为谱强度
.

对于风荷载

{F (才)} = [A 〕{二(t)} (
”

.

工3 )

式中〔A〕= 〔di a g (A
‘

)〕, 姓 ‘
为第‘质点处迎风面积与体型系数之积

; 笼。(t )} 为脉动风压
,

可

写成

笼切(才)}= p [护〕{。(t)} (1 一生4 )

式中〔犷〕= Ed ia g (护
‘
)〕

,

护‘
为第i质点处平均风速

,

而
。‘
(t) 为第‘质点处的脉动风速

,

因此

〔S ,
(。 )卜 p Z

[A」[夕] [S ,
(。 )〕[犷]

,

[A〕
r

(1
.

4 5 )
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一般假定矩阵[S
。

(。 )〕中的任一项均可定成

S
二 , :

,
,

(。 )= 户(Z
, ,

Z 力。 )S
。

(
。〕)

式中
,
S

”

(。 )为标准高度的脉动风速谱
,

而 户(Z
‘,

Z , , 。 ) 为脉动风的互相关系数
,

互相关 系数与脉动风的频率无关
,

即

p (Z ‘ ,

Z , , 。 )= 厂)(Z ‘ ,

Z j )

标准高度的脉动风速谱中最著名的是 D a v e n p o r L谱

(
’

.

4 6 )

一般假定

(]
.

4 7 )

〔了
。

(。 )丁二
4K 厂

口

x 2

(1 + x Z

)
‘l “

式中

(1
.

牛9 )

g 为地面粗糙度系数
夕
犷

: 。

为标准高度 (10 米 ) 的最大 平均风速
.

而相关系数川 Z ‘ ,

Z ,
)可取

户(Z ‘ ,

Z ,
)= e x P

0
.

2 3 2 4 9 5 }Z
‘一 Z 川

(Z
‘

,

}
一

Z ,
)
‘/ “ (

!
.

石。)

随机结构动力反 应的统计量可由如下二式计算
:

口

一丁
。
“· (。、刃臼

。 * 一

丁
。它 。 之

“· (臼 )d 。

(1
.

5 1 )

(了
.

5 2 )

最大反应X
。的统计量为

:

百「X 创 = 尸J 、

J x 二 = q 叮工

峰值因子户
,

q 分别为
:

(1
.

5 3 )

(飞
.

5 土)

~ 材
_

ln( 厂 )
0

.

5了了2

斌夕In (, 动

〔T 心 2 In (护二 、
(飞

,

;I C)

式 中
T
为持时

, , 为交零率
:

a 全
尹一 二五 (

1
.

5 7 )

二
、

随机结构的动力 石J
一

靠性分析

结构动力可靠性系指结构在动力随机荷载作用
一

『
,

在预定的使用期内
,

在规定的使用条

件下
,

完成预期功能的概率
.

按上述定义
,

对 于单侧界限
,

动力可靠性的表达式可写成
:

P
二

= P (X (才)簇R
,

0簇t成
r
)

’

(2
.

飞)

其中X (t) 为结构的动力反应
,

是随机过程
,

其统计量由上节求得
.

R 为结构抗力
,
可视为随

机变量
, 其概率分布类型及统计量可由试验资料用统计法确定

.

由随机振动理论
,

动力可靠性可表示为
:
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不了

立
T幻广,!尸

, ,

(t
,
⋯ t

,

)d 才
,
⋯ d 才

,

(2
,

2 )

广

l
少、、声

11
.

一打
。艺叫

其斗
:
对

二

(r
,
⋯才

,

)d 公
,

一次交斧的和叹待一

⋯击
。

表示X 份)在 叶 才
一
卜击

!

了⋯ 「矛
, ,

才
, ‘ 一

曰沁们 时邝区闷上与界限刀名发牛

班交斧是相互独
一

心
一

m
, 日

” :

M
,

(矛
{
⋯ :

,

)二刀 刀 (:
,
)

其中M (t
,

)为万 (动在 [t ‘ ,
,
: 十 dt , 上与界限刀发生一 次交差的概率

.

、(, )一

丁
。 _

f几
。

,“‘, ,‘
· “R

,

‘
, ‘, d“

·

‘: , d ,

其中f
* (们为结构抗力R 的概率密度函数

,

本文设f
。

(l,) 为正态分布
,

即

了
左()

,

卜 、长
。。

一 p

!
一

粽)
“
’
“

〕
当万(t) 为具有零均信的平稳高斯过程

,

联合概率密度为
:

‘
· ‘〔万

,

‘’一

碱
仃 、一p

{
一

;(夺 补
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