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摘 要

本文提出一神可使厚件压缩获得解析解的参变量积分方法
.

对传统数值计算

如勺 一 艺 功
: ·

△夕

找到 了成与如勺函数关系
,

从而可用参量积分求得解析解
.

1/ h 二 0
.

12 1 的滑移线场算例表明参量积

分结果与数值计算结果基本一致
,

在理论上表明厚件压缩滑移线场求得解析解完全可能
.

关健词 厚件 滑移线场 参量积分 解析解

一
、

引 言

厚件压缩问题滑移线场是 H il l
厂’二最 先研究的

.

然而近年来的报道表明该场边界滑移线

积分
介
““仍采用数值计“

〔’一 ‘一 本文目的”“牢该场边界““线的可积性
,

”立”对‘的”

数方程
,

然后以参变量积分方法寻求解析解
.

由于张角 O大于 4 5
“

时
,

其边界滑移线不再是

标准摆线
,

故参量积分将比有心扇形场
5二
及摆线场

厂“”几困难
.

本文将以 l/h 二 0
.

1 2 1
,

h 一 16
.

5

的厚件压缩场为例详述积分步骤
. ‘

二
、

传统解法简介

图 1 所示为厚件压缩水平对称轴上半部分的滑移线场
2止,

本文不再介绍滑移 线 场 的作

法
,

承认惯用解法的全部基本假设
.

对图
1
的滑移线场

,

传统确定单位压力尹的方法如下
:

按 H e n c k y 应力方程沿刀线E C
,

p
:
= p c 一 2k0

. .

(2
.

1)

沿 a
线百M 上任一点 ‘,

扒 二 P, + 2k (功
: 一功

‘
) (2

.

2 )

由图1, 功
, 一 3二 / 4 一夕

,

把此式 及(2
.

1-) 式代入 (2
.

2)式得

p ‘一 p 。 + 2k (3 二 / 4 一 Ze一功
‘) (2

.

3 )

各

钱伟长推荐
.

1 9 90年 4 月25 日第一次收到
.
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B
_ 工

图 1 平钻压厚件 (b / h< l) 滑移线场

沿A E M上线素 d : 受力如图 2
.

其上静水压力为P‘
,

d P H = p ‘d 刀一秃d x

将 (2
.

勺代入上式
,

积分后令 A E M 上水平总力为零

图 2

切应力为左
.

线素 d : 上的应力

线素所受水平方向合力为
:

(两端无任何水平外力作用 ) 得 :

, 一厂l
*
·
+ 2“

(
’

寻
二一 2“一‘

。

刀
“。

一

灭
/ ’kd一

。

积分后得

p
。 一

咖
十

余
1

.

5兀

)
+

判:
‘

知
。

(2
.

4 )

目前
,

传统解法对 (2
.

幼 式中最后一项的积分

问题尚未解决
,

只能按卞式进行数值计算
:

l
一

l 、 块 上
.

”·士 “(
‘夕+

一

衬
‘

·

5汀

)十 袱石功
‘

’

““‘

(2
.

5 )

按 (2
.

5 )求得 p 。 后
,

则 AB 面上平均单位压力

为 :

多= P。 + k , ”。 = 声/ Zk = p 。 / Zk + 0
.

5

(2
.

6 )

上述各式中
,

P 。
为图 1 中C点的静水压 力 ; 0

为滑移线场的张角 , l为锤头宽度 ; h为工件厚

度 ; 上述场满足l/h < 1
.

当l/ h = 0
.

1 2 1 ,
h = 1 6

.

5 ,

按△功= 5
“

所作

滑移线场如图3
.

其中张角口= 了5
。

= 1
.

3 l r a d
.

表 1为对应计算数据
t Z〕 .

按(2
.

5 )及表 L的数值

.

计算结果乙功
‘△, ‘一 1

一

4
.

07
,

将其代入 (2
.

5 )得

一一

OOO

卜卜J ...

lll
切切

冈冈冈
... 心飞飞

OOO 口口
一一
吼

··

!!!!!

奋奋奋

田 3 1/ h = 0
.

1 2 1
.

八功= 5
。

滑移线场 (口二了5
’
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衰 1 文献【2] 所取的数值计茸教据召功
、△g 二 14

.

07

1
.

2 5

�一功
*
(
r ad )

) 功
,

(
·

)

功‘八U

1
.

05

(6 0 )

1
.

3 1

(6 5 )

1
.

8 3

(1 0 5 )

1
.

9 2

2
.

00

(1 1 5 )

2. 18

( 12 弓)
。

·

4 。

!
2

·

7 2

2
.

3 1

( 13 2
.

5 )

1
.

3 9

几⋯上

,
_ _

_
.

_ J
_ 曰 _ 二 _ _ . 、 ,

4 k
_ _ _ _ _ ,

P 口出以 4 X L
.

J
一

L十 U
.

上乙上一 上
.

廿X 。沙 4 ) 十一石歹下
~

X 1 4
.

U 了= 4
.

0 了兑
上O

。

口
( 2

.

T)

将 ( 2
.

了)代入 ( 2
.

6 )

s)相
n 。 ~ p / 2秃= 理

.

0丫k / Zk + 0. 5 二 2
。
5 4

‘2
·

7) 与( 2多 ,即用数值计算方法计算积分介
‘“。得至。的数值解

·

( 2

详细计算步骤见文献〔2 1
,

同计算方法见文献〔3 ~ 月
.

_

作者认为
,

对图 3 或各种类似厚件压缩滑移线场
,

如 设法建立 刀对功的参数方程
,

不仅

可能设法以参量积分求得解析解
,

而且对深入理解所谓
“

特征线
”

的数学与物理特点很有补

益
.

三
、

·

边界滑移线的参数方程

在〔5、 了」中
,

作者 已就有心扇形场
,

摆线场的边值积分 问题提出相应的参量积分方法
,

然而图 3 所示的边界滑移线
,

当e > 1 5
“

时 已不再是标准摆线方程
,

公式 ( 2
,

,i) 中 y 与必的关系

不能再按摆线参数方程描述
.

Col h ns
〔“〕近来的研究表明

,

滑移线曲率半径的变化可以级数

形式表示
,

这给作者以启示
,

即能否用摆线 与级数的组合函数来描素 e > 4 5
’

的厚件压缩滑

移线场的边界滑移线
.

对图 3 ,

边界滑移线A E M 有

。
一{(

2 , 一 。‘n Z必, + (功一 ,
·
) +

,

(功一必
,

)
“

2 !

(功一功
,
)
3

一 飞

一
;孔一

一

丫 一 r
Q :

‘

少
( 3

.

1 )

注意到图 3 中 l/2 二 1为锤头半宽
,

今一如 一 “ / 3
.

当必一 “/ 3时代入 上 式
,

加 = 1
.

22 4 68
,

于

是
a = 。

.

9 9 7 ,

则 (3
.

劝式变为
-

_ _ _ _ r _
, .

,
, 、

.

1
,

汀 、
.

乙苗一 兀 / 3 、
“

.

‘苗一 兀 / 3 、
3

_

、
g = 0

.

9 9计 (2功一 s i n Z功)十 f功一 落J+
、岁
苛笼
兰二仁

~

+
、丫一炭

兰兰
一

七十⋯ 卜 ( 3
.

1 )
/

- ·

一 U
一 丫 -

一州
‘

、丫 3 ,t
一

力
’

3!
.

J

显然
,

娜
.

1
.

)
产

式是含有幂级数与摆线的组合函数的参数方程
.

鉴于参数 必有无穷多项
,

为此

必须进一步简化
,
由高等数学

〔“]

。

一 1 + 奥
一

+
1 工

犷
一 + ⋯ + 一

些
。 ! 几 J

+
一!

�一9自

知
1

.

汀 、
.

了功一 汀 / 3 )
“

_

r功一 汀 / 3 )
3

_

一 , J

二乙 。 、
_

叮功一于 二十 、丫 而泞
二了
一+ 、兰一有任

绝二二‘一
十一 = ‘〔户一 万 ,

叼 一 1 r3
_

2)
、丫 3 1

’ “

2 !
‘

3 !

绷
3 2 、代 入 (3 1), mll 得到函折显式为

、

\
.

g = 0
.

9 9 7 {( 2功一忌in Z功) + “护
一万 / 吕 , 一 1 } (3

.

3 )

( 3
.

3 )式即为边界滑移线AE M的参数方程
.

对其它滑移线 ( 3
,

3 ) 式参数方程一般形式为
:

夕= a{ ( 2功一 滋n2 动 + eX P[ 必一沁〕一 好 + C
.

(3
.

4 )

下面我们检验参数方程 (3
.

幻的可靠程度二对图 3 将必二娇
, 二 二 /3 代入 (3

.

3 )得百点。值为



赵 德 文 张 卫 军

夕: = 0
.

9 9 7〔2二 / 3 一 s in (2二/ 3 )〕= 1
.

2 2 4 6 8

将功= 耐 2代入 (3
.

3 )式得 2 点 , 值 (见图幼 为

万: 二 0
.

9 9 7 X { (Z X 二 / 2 一 s in 二 )+ e x P仁二 / 2 一 二 / 3卜 1

二 0
.

99 了X 王3
.

汉十 O十 礼
.

6 8 8 一 价 一 3
.

8 飞

将 必~ 功
M 二 3 二 / 4代入 (3

.

3 )式可确定M点夕值为

(a )

b )

。, 一 。
.

。: ;
干(

: 火
一

导
一

二一 。i。 瞥
一

)+
。X p [ 3 二z、一 二2 3卜

!

冬
、、 任 ‘ I J

一 0
.

9 97 x 谧4
.

71
.

十 1 + 3
.

了O一 j }二 8
.

吕8 (C )

将 (a)
、

(b )
、

(c) 三点的, 值 与图 3 比较
,

可以看出 与图 3 边界滑移线五
, 2 ,

M三个点的刀值基本

一 致
.

应当指出
,

由于滑移线网作图时使用的角距△功不同
,

不同研究者所作图形精度均有一

定偏差
2 一 ‘二,

只有角距八娇无穷小时
,

才能接近理论精确值
;
但是因在 A E M线上必由E 点开始

是连续变化的 (A 万段为直线
飞

滑移线
,

其曲率半径不变
,

故功角为常数
,

仅E M段按摆线与幂

级数组合函数变化 )
,

故进行参量积分时仅取决于功的积分边界功
:

与功M
,

中间阶段功与 刀的对

l4,. 关系因作图引起的偏差对积分结果影响不大
.

在此应顺便指出参数方程 (3
.

匀对数值计算的检验作用
.

例如将 (a) 与表 1 数值计算比较

(表 飞数据取 自文献 [ 2 〕)可知
,

当功
‘~ 阳

“

二 “ / 3时
,

取八刀一 灌
.

28 是不确切的
.

由图 3 知此时

么互二尸Ii’ ~ 且E 幻 n 6 0
。

= 斌万si n 勿
。

二 1. 2 2 4了,
仅此一项产生误差为 4

.

5 肠
.

再如按变形条

件
,

l渔一 0
.

12
‘ ,

h = 饰
.

5
,

则工件半厚度在理论上正确值为 夕, 一 OM ~ h/2 一 16
.

习2 一 8
.

2 5
.

然而按文献〔21 的数值计算表 1 则

h
,

上
.

2 二 乙 么协一从 洲十 。
·

“吕十 U.
「

“ 十 U
·

别 十 U. , 8 十
’

·

飞匕

十从 2 0十 ;
, .

2 5 十 0
.

G ~ 8
.

典7

8 5 7 一 8
△ 二

一

百 5了
2 5 一 3

.

7肠 (d )

可见数值计算的累积误差 与理论值比较不能低估
.

但是
,

由于滑移线场绘制方法与所取角距

八功的不同以及实验方面的困难
,

对作图精度过分苛求是没有意义的
.

四
、

参变量中积分方法

由(3
.

3) 式两侧微分

d 刀一 0
.

9 9 7 魂Zd功一 Zc o o Z功d 功+
。‘协

一 “
“’d必} (工

.

1 )

将(4
.

功式代入 (2
.

4 )
,

注意到夕一脚
,

如 = 对 3 ; 刀一 夕、 = h/ 2
,

功
, 二 3“ /4 ; 则

, 。一。

扣
、

美
一 ;二 5·

卜货
一

蹬、
+

价
、。

}
甘刃

(4
.

2 )

上式第一项积分
,

因A E 段功一功
, = 必

: = 二 /3
,

故

厂
“

两
一

广
功

, 、。一

厂
‘

谁 丁, 忍 = 3
材 2 5 ‘“

号
一 1

.

2 8 3
(e )

第二项积分
厂“二, 万“ , : ,

必一功
:
= 二 /礼 刀”

d 刀 -

h/ 2
,

功= 必, = 3二 /4
,

则

{
“‘“

。“。一

丁二;
‘0

·

9 9 7“ 2“‘一 2·。5 2‘“‘+
· (‘一 “’3 ’““
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一 。
.

。。7

{
2

叹刃
‘一 2

「轰一、扣n2 功

了{;兀
‘
+

f
”‘’

丫卜
·

)
·

呵
一 。

.

, 9 了

{(补
2 一

幼
一

(
一

{
二 +
卜

。
.

。。了

)
十

扮 {:
“‘z + 二 (一

l)
{;
“’z

}

一 。
.

。。:

{
(5

.

5 5 2 一 飞
.

“9 6 6 )
一

卜3
.

“1 3 2 +

(补
3

·

了“2 5 一

功
十 3

.

了。:

(恳
兀一 1

)
+

怪
二 。

.

, 9 7{ 了
.

终 + 2 8 3 + 2
.

1-4 4 }二 抢
.

4 魂 (f)

将(e )
、

(f) 代入 (4
.

幼并注意到乡= 了异
。

一
’ .

别 r a d
,

l/
/

几一 0
.

惬2 “
,

则 仁
.

约式的解析解为
:

户。 = k (4 X t
.

3 飞
,

十o
,

理
’

一从 5 x 3
.

1 4 )+

将 (g )代入 (2
.

G)
,

t

失
又 、:

.

: 8 3 + : 2
.

: 号一 。
.

9 8 ; (g )
电 幼 刁

3 98 k
n 。

一 ?几 + 0
.

5 ~ 2
.

拍 (4
.

3 )

(jl
.

3 )即参量积分的解析 结果
。

将臼
.

3 )与(2
.

8 )的数值结果比较
,

二者相刘误差为

2
.

5 4 一 2
.

4 9

2 5 4
9肠 (1

.

4 )

可见解析解与数值计算结果基本一致
.

其中积分顺对应结果

.

28 3 + 啥
.

4 4 二 临
.

了2 3一一刀d
2沃Wlh

!
.

十g
,,之

尸
功

.

g梦0

f
J

一一刀了
又切

q白
/hn丹

l
‘

对应的数值计算结果

乞 娇
‘

·

勺
‘~ ’ 0r{

二者相对误差为

八=
1 4

.

0 了一 1 3
.

7 2 3

t4 0 7
一 2

.

4帕 (4
.

5 )

口

前已指出E △脚 二 8
.

57 已较变形条件 h/ 2 一 3
.

外偏差约 2
.

了肠
,

故在此不再分析(4
.

5 )式的误
‘= 1

差原因
.

五
、

结 论

1
.

对非标准摆线滑移线场其参数方程为摆线 与幂级数的组合函数
,

当曲率半径按幂级

数变化时
, , 与功的关系可按 (3

.

钓式描述
.

2
.

I/ h 二 0
.

1 21
,

h = 1
.

6
.

5 ,

张角0二 了5
。

的滑移线场边界滑移线 夕与功的关系满足 (3
.

3 )式

例表明
,

可 以对非标准摆线滑移线场进行参变量积分求得解析解
.

1/h 一 0
.

飞乡 的厚件压缩算

解析解与数值结果基本一致
.
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