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摘 要

本文研究非完整系统在 G a us s 白噪声下的扰动
,

证明解过程的一次矩方程与无扰动情形下的

方程一致
,

二次矩方程不含
。

项
,

但包含 砂 项
,

从而得出两个命题
.

最后
,

举例 说 明 结 果的应

用
。

关妞词
·

非完整系统 日噪声 随机微分方程

一
、

引 言

自: 9 3 4年B o p H 二 T e n o C
.

H
.

提出随机微分方程理论以来
〔‘二,

随机过程的研 究 一直是

动力系统中的重要课题
,

并已取得重要进展
『2二, 〔“二 .

然而
,

大多数 的研 究 还 只 限于完整系

统
.

本文研究非完整系统在 G a u ss 白噪声小扰动下的响应
.

首先
,

将一个非完 整系统 问题

当作一个有条件的完整系统问题 来研究
,

并将其方程化为It 6 型方程
.

其次
,

建立矩方程并

求解
.

进而证明解过程的一次矩 (平均) 方程有与无扰动情形一样的形式
; 二次矩方程不含

。项
,

而包含
。2

项
.

再施加非完整限制
,

从而得到非完整系统的响应
.

二
、

非完整系统的随机扰动方程

设系统的位形由
炸
个广义坐标 q 。

(
: = 1 , 2 ,

⋯
,

n) 来确定
,

系统受有如 下 g 个H eT ae
B

型非完整约束

f , (g
。 ,

空
: , t )二 0 (月= } , 2 ,

⋯
, 夕, s 二 1 , 2 ,

⋯
, n

) (2
.

2 )

假设除通常的广义力 Q
,

以外
,

系统还受有随机干扰力 馆
,

(t)
,

其 中 己
为小参数

,

占
,

(约

(
: 一 1 , 2 ,

⋯
, 。

)是高斯 白噪声
,

具有零平均

E {省
,

(t )} = 0 (￡ = 了, 2 ,
’

⋯
, n ) (2

.

2 )

以 及相关 ZD
, ; 合(t一 s

)
.

问题的R o u th方程表为

d OT
.

6T

d t 刁空
, 0 9

,
二 Q

,
十艺 凡,欢

+ ·“
·

“, ‘一
1 , 2 ,

一
,

(2
.

3 )
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其中T 为系统的动能
,

Q
:

为广义力
,

标为不定乘子
.

首先建立 与非完整系统 (2
.

功、 (2
.

3 )相应的完整系统的方程
.

由文献〔4 」给出的方法
,

可将方程 (2
.

3 )表为显式
.

我们有

招 月 铭

q : + 艺 A ;矛艺 乙 [几
, 。 ; s ]夕。空。 =
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= 1 扮
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“

‘, }

(l二 1 , 2 ,
⋯

, n ) (2 一工)

其中
,
A

。‘~ A 打为
二

乎
。‘
的逆矩阵

.

‘二 1

己r o o r
‘

己q
。

己a ‘

1 /

t“
, m ; “j= 2气

OA
。 ,

己g 。
+
己A 。 , 、

己且
* 。

己q
o

0 9
, ) (Ch r is t o f fe l记号 )

‘

1 么
‘ 。一 “么价

o r
‘

6 r
‘

Ot
B

, 二 乙价
苗= l

6 r ‘ 6 r

o q
,

6 t
一
击

将(2
.
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.
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,

有

特

。! +
一

默
。

!

)
+

髯
’ 一 。

(下~ g ) 卫
.

5 )

z,...2 = l

将(2
.

4 )代入 (2
.

5 )
,

消去如
,

得到确定孙的代数方程

叮改.�.‘再
不石乙q

.
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一
鑫哪睿欲势

打粼犷, ‘刀一 “, 2 ,

一
,

(2
.

7 )

其中 C踢为矩阵C
, , 的逆矩阵

,

C
, , 一 乙 E A扩

0f
,
of ,

s = l 之= 1
6夕‘ 0夕

。

将(2
.

了)代入 (2
.

4 )
,

最终得到

一一壁‘二 A ‘(、
。 ,

夕
。 ,

t )+
。

艺 B
: :

(。
、 ,

夕
。 , 才)省

,

(才) (2
.

8 )

其中

B
: 。

(g
。

.

q
、 , t) =

·、一

鑫鑫
,

鑫粼
矛

绘
c、瓮 月就 (2

.

9 )

A
‘

(q 。
,

空
、 ,
才) ~ 圣“{

一

只孙
“

, 阴 ; “〕夕
。

夕。 + 乙
己B

。

6 q
,

己B
,

、
,

一
,

丁王 ; 刀q k

U 甘 k l

十Q
。

eB
, .

6T
一 一一下砚 :

十气
0 丁 o q

二 OA
& , ‘

、

一 乞 一 苏厂 q k 卜
下二

U 乙 ,

一 E 且甜
艺念鑫嘟(氢瓮

夕
‘
+

聆

欲鑫哪户徽争
刃{

一

其
:

勿
, 切 ; s 了夕。夕。

g一.��

r、
J

‘夕

、rLJ

无

.

q
己B

。
T

。

己B
‘

6A

o q ‘

6B
‘

6 q 。 )
“。+ Q‘+

徽
一

背 一

只带
(2

.

1 0 )

,

艺妇
+

我们称 (2
.

5) 式为与非完整系统 ( 2
.

1) 、 ( 2
.

3 )相应的完整系统的运动方程
.

其次
,

建立I t 6型方程
.

令

x ,

二 g a , x 二 + :

= 空
。

( s 二飞
, 2 ,

⋯
, 。

) ( 2
.

1 1 )

l
、
口

」
、,J
产

月.
...

.,
9曰

.子

则方程 ( 2
.

8 )可写成一阶形式

劣 , = 义 ” + s

,
, * ,

= A
:

(
x * , x , 十。 ,

, ) +
。

艺 B
s ,
(
x * , x 。 十 。 , 才)雪

: ( t ) ( s = 1

乙= 1 、

( 2
.

1 2 )

方程 ( 2
‘

1 2 )可以化为I七6 型方程

d X (t ) 二 f (X ( t ) ,, t )d t + G (X (t )
, t )d B (t ) ( 2

.

1 3 )
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尤 = 〔X
, ,

X
: , 二 , ,

X
: ,

〕
,

f = 〔尤
, + 1 ,

X
。 十 2 ,

⋯
,

X
, , ,

刀
, ,
A

Z ,
⋯

,

刀
。

」,

呢 :

!
百 二 ; (,

(2
.

1 4 )

。B
, ,
⋯⋯ 。刀

, 。

_ 。B
, l
⋯⋯ : B

ft 。 忍 2 , , ,

最后
,

考虑非完整约束(2
.

峥的限制
.

对确定性问题
,

约束 (2 : 1) 对运动初始条件的限制

f , (g
a 。,

夕
a 。 , 0 ) = 0 (刀= 1

.

, 2 ,
⋯

, 夕)

将(2
.

比)折合到对统计规律的限制
,

有

f , (尤
。 , o ) ~ o (刀=

,

L , 2 ,
一

, 夕)
’

以及

f , (E {X
。

}
, o ) = o (刀二 1 , 2 ,

⋯
, g )

三
、

矩方程及其解

首先建立相应的完整系统解过程的矩的微分方程
.

对 I切型方程 (2
.

1 3 )
,

有
‘2

二蜘
(尤

, 才)卜
补仆

一

潞 扮剪补GD
‘

·

} 。

备
,

卜{

(3
.

1 )

令h = X
I ,

X
: ,
⋯

,

X
Z
ft. 由(3

.

功得到一次矩的微分方程

(3
.

2 )

、l.t2..尸

、

,
尹

n.‘
,

.

Q自

,

, .J

一一
.自度.

了

‘
、

二
; ‘X 。‘一 E ‘X 一 ,

吴
二、X 一 *一E ‘A“X 一 ‘,‘

令 h = X ‘X , (红j= 1 ,
2

,

⋯
,

2n ), 由(3
.

1 )得到二次矩的微分方程

奚
“
{x.

万 , ’

纂
“‘凡凡’

一 E {x ‘x
, + , }+ E 、X , X

, + ‘,
_ .

)
_

(‘
, ’一 l , _

2一
_ ‘

一
” )

)
‘3

·

3 ,

一“‘“。一与‘+ “‘“ , 一尤 ‘}+ 2E “G
DG

?

’
‘’}

‘

}
(f

,

j = n + 1 ,
⋯

, Zn )
尸

其次
,

研究矩方程的解
.

对一次矩微分方程(3
.

2 )
,

因不出现带
￡
的项

,

它们 与确定性

方程

分,

二 x 。 + 。

(
:

一
, 一 ,

⋯
, ·

)

} (3
.

4 )
分。 十

。

= A
:

(分
。 , x 。 十 , , t )

的解有相同的形式
.
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对于二次矩方程 (3
.

3 )
,

由于方程中含有(G D G ,
)
‘, 而 G 与G

,
中都有因子

。 ,

所以在二次

矩中有砂项而无
巴 项

.

三次及更高次矩也出现扩项
.

可见。G a u ss 白噪声的干扰
,

对二次以

及更高次矩的影响是扩的
.

于是
,

我们有

命题 1 与非完整系统相应的完整系统在G a u ss 白噪声扰动下
,

解过程的一次矩微 分方

程与无噪声干扰时的确定性问题的方程有相同的形式
.

命题 2 与非完整系统相应的完整系统在 G a u s s 白噪声扰动下
,

解过程的二次矩 (以及

更高次矩) 微分 过程中不含
￡
项

,

而包含 扩 项
.

为考虑 非完整约束的限制
,

将条件(2
.

1 6 )
,

(2
.

1了、施加于完整系统的解过程
,

便得到非

完整系统的解过程
.

四
; 、

举 例

兹举一例说明本文结果的应用
.

一质点在平面上运动
,

其动能为

T 一 乏(。, + 夕;
‘

(4
‘

1
,

)

假设主动力 Q = Q
:
= 。

,

所受非完整约束为

f = 空
2 一 t夕

;
二 o

系统所受 G a u s : 白噪声干扰为 砧
,
(t )

,

峪
:

(t )
,

它们具有零平 均
,

D
, 2
创, 一 :

)
,

D
Z :

叔t一 ;
)

.

试研究系统对随机扰动的响应
.

问题 的R o u th方程(2
.

3 )给出

壁
: 二 一 舫+ 。占

:

(t )
,

女
2 二几+ 。占

:

(t )

方程(2
.

6) 给出

(4
,

2 )

以 及 相 关 D
, ; d (r一

s
)

,

(4
.

3 )

空
; 一 。(雪

: 一 t省
:

)
1 + t Z (4

,

4 )

将几代入 (4
.

a)
,

有

, 1

一业攫蹂尸鱿
一
+ 琦 (, )

, 2 一 。厂

节卿
一 +
以

‘,
(4

.

5 )

令 x 。
二 q : , x 。 + ,

= 空
a

则 (4
.

5 )表为一阶形式

九二肠
, 分:

= x ‘

(
: = 1 , 2 )

劣吕=

x s才

1 + t么
+

心
+ 、
补

一

(、一 ‘。
!
,l

、一
介对

·

卜
一 1

石、厂、l

(4
.

6 )

I七6方程(2
.

1 3 )给出

d X (t )二 f(X (r)
, 才)d t+ G (X (r)

, t )d B (t )

其中 X = 〔X
; ,

X : ,

X 3 ,

X
‘

尸

(4
.

7 )
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少飞.,.J

X了一 [
X

3 ,

X一
才

1 + tZ
X

3 ,
1

1 + 才
2

0 0

0

G 二
君

1 + tZ

0

召t

1 + 才2

乙t

1 + 公
2

￡t Z

1 + t Z

厂l|卜l||匕

于是有

(G D G
全
)
。。
= [ (D

; ,
+ tD

1 2

) + (D
, 2

+ rD
Z :

)t」

(G D G
,

)
。‘
二

(G D G T )“ =

￡么

(1
,

+ t“)
“

￡2

(1 + 才2 )
“

[ (D
l :
+ tD

: :

)才+ (D
, :
+ tD

2 2

)t
“

」 (4
.

8 )

〔(tD
; ,
+ t“D

1 2

)t + (才D
l:
+ tZD

: :

)r
Z

」

建立一次矩和二次矩的微分方程

令 M
‘= E 王X ‘}

则方程 (3
.

2 )给出

(i = 1 , 2 , 3 , 4 ) (4
.

9 )

二 M
3 ,

廊
:
= M

‘ ,

庭。

一
t

1 + t“ M
。, 府

‘
-

1

1 + t Z M
3

令 二 E 王X ‘X 对 (i
,

j = 1, 2 , 3 , 4 )

(4
.

1 0 )

(4
.

1 1 )

1月

·

MM

则二次矩微分方程(3
.

3 )给出

劝
, ;
= 2对

, 。,
从

, 。
= M

2 3
+ M

, ‘

旅
1。
二 M

3 3 一
t

] + t“
M

一3 , 庭
1‘-

l

jV1
, ‘
十 砰尸 似 “

庭 2 : = 2M
2 ‘,

血
2 。 = M

3 4 才

1 + t Z
M

2 3 ,

分
: ‘= M “+

1

1 + 才
2 M

: 4

沱
。3 - 一

2 t

1 + 才
2 M

o 3
2 ￡2

+ 一八一二 乃 f ,

气L
士 不一 )

-

[ (D
l :

+ rD
, 2

)+ (D
, 。
+ 才D

: 2

)t ]

庭
。‘ -

才 1

卫+ 才
“ M

3 3
+ 1

+ t Z M
3 、
+

2 ￡2

(1 + 才2 )
“

一 [ (D
1 1
+ tD , 2

) + (D ; 2 + 矛D
Z :

)才
2

]

沦 “ =
2

1 + 云
2 M “ +

2已2

(飞+ 才
2

)
2 [ (tD

, 1
+ t ZD

, 2

)t + (tD
1 2 + tZD : :

)才
2

〕

方程 (4
.

加)的解容易求得
,

M
: 二M全+ M 且In (t + M i + t Z )

M
Z
= M 吴+ M认斌 1平尸 一 1 )十M 壮

(4
.

]
.

3 )

、...、
尸

!
.产

M
3 二

,

M
‘
~ M 呈

M 呈t
+ 7 百 〕

一

几

习 1 十言-

其中
,

M I(f~ 1
.

, 2 , 3 , 4 )为一次矩M
‘初始条件

.
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(4
.

13 )为相应完整系统解过程的一次矩
.

(在 (4
.

6) 中令
。一0) 的解为

x ,
= 川 + 此 In (t + 澎 1 + 尸 )

x 。
= 耀 + x 且(斌

一

i千才
2 一 1 ) +

x 牡

如果没有白噪声 (
。 = 。)

,

则确定性问题的方程

(4
.

1 4 )

X 3
=

x ‘
= x 已+

/

丫

对比 (4
,

1力和口
.

执 )
,

可以发现
,

解过程的一次矩 可由确定性问题的解用代换
x ‘、M

‘

来

得到
.

积分 (4
.

铭)
,

可得相应完整系统解过程的二次矩
.

注意 到 小 参 数
。 以 扩 形 式 出 现于

(4
.

论 )中
,

因而解过程二次矩含有 扩项
,

而不含
￡
项

.

最后
,

考虑非完整约束的限制
。

关系 (2
.

l了)给出

E {X 呈}= O

也就是 M 孟= 0 (4
.

1 5 )

联合 (‘
.

1 3 )和 (4
.

飞
一

的
,

得到非完整系统解过程的一次矩
.

对解过程的二次矩
,

非完整约束的限制可表为

M竺
‘
一 。

’

(4
.

16 )
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