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摘 要

本文针对多参数变量和多状态变量的离散型有势系统的非线性稳定问题
.

提出了活化方法
,

导出了活化势函数和活化平衡方程
.

活化方法是弹性稳定理论中 L iaP u n o v ~ S c h m idt 方法的改

进和提高
,

它比通常的摄动方法更加一般化
、

规范化
.

活化势函数可变换成标准突变势函数
,

活

化平衡方程可作为分岔方程
.

木文的研究将促进弹性稳定理论与突变理论和分岔理论的结合
.

关健词 多参数变量 多状态变量 离散型 有势 作线性稳定 活化方法 渐近分初

一
、

引 言

原来由势泛函或微分方程 (组) 所描述的连续型有势非线性稳定间题
,

通过里兹法
、

伽

辽金法
、

最小二乘法
、

有限元法等离散化
,

转化为 由势函数或代数平衡方程组所描述 的离散

型有势非线性稳定问题
,

其中势函数 D 二D (
u , ,

元
,

)是状态变量
u ,

(J 二 l
,

, 2 ,

⋯
,

N )和参数

变量几,
(P 一 1 , 2 ,

⋯
,

L )的非线性函数
,

由势函数驻值条件导出的代数平衡方 程组 D , (。J
,

几,
)二。D /a

。, ~ 0 (I ~ 1 , 2 ,

⋯
,

N )是关于状态变量
; , 和参数变量几

,

的非线性代数方程组
.

这

里 参数变量是指荷载参数
、

初始缺陷参数等 已知参数 ; 状态变量是指描述结构变形状态的待

求响应
,

如里 兹法
、

伽辽金法
、

最小二乘法中的待定系数
,

或有限元法中的节点位移
.

参数

变量作为结构的外部输入参数
,

状态变量作为结构的内部输出响应
.

实际求解离散型有势非线性稳定问题时
,

为 犷达到一定精度
,

状态变量数一般是多个
,

远不止一二个
.

如果需考虑非比例加载
,

则荷载参数有多个
; 如果需考虑初始缺陷的影响

,

则初始缺陷参数可能有很多个
.

总之
,

我们通常需分析多参数变量和多状态变量的离散型有

势 非线性稳定问题
.

弹性稳定理论
〔‘, “〕、

突变理论
一

“三和分岔理论
4 三

都 可用于非线性稳定分析
,

但目前还不 能

直接用于多参数变量和多状态变量的情形
.

弹性稳定理论中
,

处理多状态变量时
,

将状态变量分为活坐标和逆坐标
,

按照L ia p u n o v -

s c h m id t 方法消去逆坐标
;
处理多参数变量时

,

归并同类参数
,

在参数空间中选定某一方

向
.

这些方法和结果值得借鉴
,

但不足以直接用于 一般多参数变量和多状态变量的离散型有

.

徐次达推荐
.
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.
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势非线性稳定分析
,

因为弹性稳定理论还有以下不足之处
‘1 “少 :

( 1 ) 仅适用于由能量函数描述的非线性稳定问题 ;

(艺 ) 平 衡点处能量函数对荷载参数的高阶导数为零 的假没 D 了= D 叮= D 了
j一 D 甲

, 二⋯

= 0限制了应用范围 ,

(3 ) 没有给出逆坐标对活坐标和参数变量的显式导数公式
,

无法得到逆坐 标 的 渐 近

式 ,

( 碑) 没有给出消去逆坐标后的新能量函数对活坐标和参数变量的高阶导数公式 ;

( 5 ) 合并同类参数和选定参数空间中某一方 向没有简单的
、

确切的描述
.

突变理论中
,

根据标准势函数划分突变类型
。

标准势函数是活化状态变量的 非 线 性 函

数
,

是控制参数的线性函数
,

其中活化状杰变量个数M一般为M = 屯或M 二 2 , 控制参数由突

变类型确定
,

其个数H 也是有限 的 H 成 8
.

如何将多参数变量和多状态变量势函数变换成标

准势函数
,

以便确定突变类型
,

引用其研究结论
,

有待探讨
.

分岔理论 中
,

研究的是少数几个分岔方程的解图和分岔点
.

如何由许多个代数平衡方程

导出少数几个分岔方程
,

尚需研究
。

本文提出的活化方法克服了弹性稳定理论的上述不足之处
。

活 化 方 法 是 L ia p u n o v -

s c h m id 七方法的改进和提高
,

主要体现在 以下几方面
:

( l ) 定义了混合坐标
,

简化公式推导 ,

( 2 ) 根据求导次序的可交换性
,

引入了组合项求和符号
,

使导数公式更简洁
,

使得推

导高阶导数成为可能 ;

( 3 ) 引入了综合参数变量
,

它们是参数变量的泰勒级数和
.

用综合参数变量描述
、

处

理参数变量更简洁
、

更确切
、

更统一,

(们 在势函数和代数平衡方程组中消去逆坐标
,

分别得到活化势函数和活 化 平 衡 方

程
.

突变理论和分岔理论用于多参数变量和多状态变量的离散型有势非线性稳定分析时出现

的上述两个问题
,

得到如下答案
.

首先
,

通过一定的坐标变换
,

一

可将活化势函数化成标准突

变势函数
,

从而确定突变类型
.

其次
,
可将活化平衡方程作为分岔方程

,

应用分 岔 理 论 求

解
,

确定分岔点类型
.

因此有理由说
,

本文的研究将促进弹性稳定理论与突变理论和分岔理

论的结合
.

二
、

离散型有势非线性稳定问题的描述

本文研究 由如下对角化势函数所描述的离散型有势非线性稳定问题

D 一 D (街
,

心) (2
.

峥

其中
, 、 J

(J 二 味 2 ,
⋯

,

N )为对角化状态变量
,
几

,

(P 一 1 , 2 ,
一

,

L )为参数变量
.

所谓对角化
,

本文是指由势函数 D 导出的代数平衡方程组的切线刚度矩阵是对角矩阵
,

即 D
; ,
二护刀/ 6 2;

,

撇 , = 。(I 年 J)
。

关于对角化分析 与非对角化分析之间的相互关系以 及 两 者

之间状态变量
、

势 函数导数等的转换关系
,

参见文献 [ 汽」
.

由对角化势函数的驻值条件导出代数平衡方程组

D
,
= 刀

,

(
, ,

、, ,
几

,

)= aD / e, ; : 二 O (I 二 1 , 2 ,
⋯

,

N ) (2
.

2 )

文献「卜」已论证
,

势能函数和方补函数是满足木文要求的势函数 ; 由里兹法
、

伽辽金法
、
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最小二乘法
、

基于虚位移原理的有限元法导出的代数平衡方程组符合 (2
.

2 )
.

因此
,

本 文 的

研究适用于由这些方法导出的代数平衡方程组所描述的离散型有势非线性稳定问题
.

临界点或分岔点C处
, “, = 。

,
久

,
= 0 ,

代数平衡方程组切线刚度矩阵奇异
,

眼 d e t〔D , J
〕

= 0
.

由对角化条件D
, , = o (I斗 J )可得 d e 七[D

, J〕= D , ID
: 2

⋯ D 二二 .

当D “ = 0 (i = 1 , 2 ,

⋯
,

M )
,

Da
。

> 0 (a 二M + 1 ,

M + 2 ,

⋯
,

N )
,

M成N 时
,

称C为M重临界点
, 。‘

为活坐标
, u 。

为逆坐

标
.

坐标或变量下标规定如下
.

用英文小写字母 ‘
,

j
,

k
,

l
, m , , ,

h 作为活坐标的下标
,

下标变化范围为 1
一

至M , 希腊小写字母 a ,

刀
, 下 ,

e
, 。作为逆坐标的下标

,

下标变化范围为

M + 1至N ; 英文大写字母I
,
J作为活坐标(I 一 ‘

,
J = j) 或逆 坐标 (I = a ,

J , 脚的下标 , 英

文小写字母p
, q , : , 才作为参数变量的下标

,

下标变化范围为 1 至岛 英文小写字母
a ,

b
,

“ ,
d

, “ ,

f
, g 作为以下将定义的混合坐标的下标

,

下标变化范围为 1 至M + L
.

为了叙述方便
,

按以下规则表示刀的各阶偏导数
: D 的下标‘

, j
,
舜

,

l
, 。 , 。,

h表示D

对相应下标活坐标的偏导数, 刀的下标
a ,

刀
, , ,

0
, 0 表示D 对相应下标逆坐标的偏导数 ,

在不致混淆的情况下
,
D 的下标p

, q , : , t表示D 对相应下标参数变量的偏导数
.

例如
:

n 日D 一

J少‘~
一不一

,
上夕‘了二

0 盆‘

6
2

D

0 “ ‘己“,
D ‘,

O
Z
D

0“‘0几, ’ D
, 。

6
2

D
一瓦叔

二 ’
‘

”

按以下规则表示逆坐标
u 口

的各阶偏导数
: ‘逗号后的下标‘

,

j
,
k

,

相应下标活坐标的偏导 数 , 在不致混淆的情况下
, 。。

逗号后的下标P.

(2
.

3 )

l
, 。 , n ,

h表示
。 a

对

q , s , t表示
u a

对相应

下标 参数变量的偏导数 ; uo 逗号后的下标
。 ,

b, 。 ,
d

, e ,

f
, g 表示

。。

对相应下标混合坐标

的偏导数
.

例如
:

0“
。

o u
a

”“ ’‘= 而
‘ ’ “。 , , = 石石

’ “一 ‘, =

0
2 u 。

au
‘
Ou J

封 a , 咨, =

O
Zu 。

u a 一 , 空= 一6几。
(2

.

4 )

由对角化和M重临界点条件 可 知
: D ‘, = 。

,
D

a ‘二 0 ,
D 峭 = o(a 今户

,
D 。> 。

.

以下公

式推导过程 中
,

将反复利用这些已知条件
,

不再作特别说明
.

三
、

逆坐标渐近式

消去逆坐标
,

将逆坐标
。。

表示成活坐标
“‘和参数变量之

,

的函数
:

u a

= “ 。

(“
‘,
几

,

)=
u 。

(
。 。

)

其中
, 。 。

为混合坐标
,

定义如下

。 。

= u ‘
(
a 一 i = 1 , 2 ,

⋯
,

M ), 。 。
= 元

,

(a = M + p , p =

引入 混合坐标
,

可简化公式推导
,

使公式表达更简洁
.

。。

在临界点C处的泰勒展开式为

(3
.

1
,

)

2 ,

一
,
L ) (3

.

2 )

u 。

= u 。 .
a v a

+ 了
! · · ,

一
+

犷
! ·· , ·。

一
+

子
! 二

, ·。· d ·

一
+ h一。

.

(3
.

3 )

式中
,
h

.

0
.

七

同)
,

例如

.

表示高阶项 ; 等式左边不出现的重复下标 需在下标 变化范 围内求 和 (以下

万 + 乙

等式 (3
.

3 )右边第一项
。。 , 。。 。

二兄
“。 , 。。 。 ; 对等式左边出现的重复下标不求 和

(以下同)
,

例如
,

等式
。 。 , 。 = 一 D

。 。

/ D
。 。

中
,

等式左边出现重复下标
‘ ,

故对
a 不求和

.

将娜 = ”, 行
、,

} ,
) 一抑 (t,

·

}代入平挽方程尸
。

= 护,
挥笋头于汇合且摘

。 ‘

的牙换惬等式
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D
。

[ u ‘
, 。, (

。‘,

式 (3
,

4 )对
” a ,

、

沙b ’

邓 长 根

几,
)

,
还

,

〕三D
。

〔。
。 , 。 , (

。 a

)」生 o (3
.

4 )

⋯求偏导数
,

分别得到各阶平衡方程
,

由此导出临界 点 C 处
“。
的各阶偏

导数
.

例女q
,

%lJ 用已知条件D
。 , ~ 。(a 姜刀)和旦

。 。

> 0 ,

由一阶平衡方程

OD
a

/日。
。
= D

, 。

+ D
。 , u 夕

, 。
= 0

求得“。 , 。 二 一刀
。。

/ D
。 。

; 由二阶平衡方程

0
2
D

。

/ 己口
a
己。, = D

。 。。+ D
。 。

, u , , 。
+ D

。
, 。u , , 。

+ D
。

, , 。 , , 。u , , 。+ D
。 , : , , 。 , = o

求出
、。 , 。 b .

如此进行
,

可逐一导出叽的各阶偏导数
,

其中前四阶偏导数如下
:

。。 , 。
, 一刀

a a

/ D
。 。 、 .

(3
.

5 )
u 。 , 。 。= 一 [D

a a 。+ C
。 , 。

(D
a

, a u , , 。
)+ D

a
, , 二, , 。u , , 。〕/ D

a 。
、

(3
.

6 )

从。 , 。。。 = 一
.

〔D
。 。 * 。 + C

。 。 , 。

(D
。产a 。。 , , 。

)+ C
。 , 。 , 。

(D
。

, , 。“, , 。“,
·

, 。

)/ 2 :

+ D
。

, , 。u , , 。。, , 。: 。 , 。

+ C
。 , 。。

(D
口 , a 。, , 。。

)

+ C。 , 。。

(D
a , , 。, , 。、, , 。。

)〕/ D
。。

,

(3
.

7 )
。。 , 。。。。 = 一 [D

o a 。。‘+ C
。。。 , 口

(D
。 , 。。。 :‘, , a

)+ C
。 。 , 。 , J

(D
“

, , 。。u , , 。u , , 比)/ 2 !

+ C
。 , 。, 。 , ‘(D

。 , , 。。。 , , 。。, 少 e。。 , ‘
)/ 3 , + D

a , , 。。。, , 。u , , 。“e , 。。。 , ‘

+ C
。。 , 。‘

(D
。 , 。 。u , , 。。

)+ C
。 , 。 , 。‘

(D
。 , , a 。, , 。u , , 。‘

)

+ C
。 , 。 , 。‘

(D
。

, , 。:‘,
一

, 。。, , 。。 。 , 。‘
)/ 2 ! + C

。 , 。。‘
(D

。 ,
a 。, , 。。‘)

、

+ C
。 ; , e ‘

(D
。

, , u , , 。“, , 。。‘)+ C
a 。 , 。。

(D
。

, , 。 , , a ou , , 。‘
)/ 2 , ] / D

a 。

(3
.

5 )

以上各式中
,

符 号 C下标分组织 含表 (组合项 ) 为组合项求和符号
,

表示对
“

下标分组组合表
”

中

的各种可能下标组合
.

求
“

组合项
”

之和
,

组合项数等于下标分组组合数
.

例如
:

C
a 。 , 。

(D
a

, a ou , , 。

) = D
a

, a ou , , 。

+ D
a

, 。
c u ,

, 。
+ D

a
,
。a u , , 。

(a )

C
。 , 。, 。

(D
a

, v a u , , 。。, , :
)/ 2 ! = D

。
, , a 。,

, 。: ,
,

: 。

+ D
。

, , 。: , , 。 u , , , + D
a

, , c。 , , 。。 , , 。
(b )

式 (a) 中C
。 。 , 。

组合项数为C 置e ~ 与 式 (b) 中C
。 , 。, 。

/2 !为C当C委侧 / 2 ! = 3
.

这种组合项求和符号使求寻次序的可交换性得到满足
,

例如
:

C
。。 , 。

(D
。

,
。。: , , 。

) = C
。。 , 。

(D
。

, 。。 u ,
, 。

) , C
。。 , 。

(D
a

, 。c u , , 。

)三一

这种组合项求和仔合使导数公式表达更简洁
,

使得推导
: 。

和以下将定义的 B 的高阶导 数

成为可能
.

将 (3
,

5 )代入 (3
.

6 )
,

可得 (忿
.

9 )
;
将 (只

.

弓)
、

(3
.

9 )代入 (3
.

7 )
,

可得 (3
.

1 0 )
:

。。 , 。。= 一 D
。 。。

/ D
。 。

+ C
。 , 。

「

(
.

D
。

, a

D , 。) / (D
。 。

D , , )一 D
a , ,

D , a

D , 。/ (D
。。

D , , D , ,
)

’

(3
.

9 )
“。 , 。。。 = 一 D

。。 。。

/ D
。 。

+ 〔C
。 。 , 。

(D
。

, 。 。D , 。 )+ C
。 , 。口

(D
。

, 。
D , 。。 )〕/ (D

。。

D , , )

一 [C
。 , 。 , 。

(D
。

, , 。
D , 。D , 。

)/ 2 ! + C
。 , 。 , 。

(D
。

, a

D , , 。

D ; 。

)
、

+ C
。 , 。。

(D
。 , ,

D , a

D
, 。。

)〕/ (D
。 。

D , , D
, ,
)+ 〔D

。
, , 。

D , a

D
v o
D 。。

+ C
。 , 。, 。

(D
。

, a

D , , 。
D , 。D

。。

)/ 2 ! + C
。 , 。, 。

(D
a , ,

D ,
a

D , 。。D 。。

)〕/ (D
。口

D , , D
, ,
D 。。

)

一 C
。 , 。, 。

(D
。

, ,
D ,

a

D
, 。。

D
。。D

。 。

)/ (2 !D
o a

D , , D
, ,
D 。。D

。。

) (3
.

10 )

利用已知条件D
。‘一。

, 。。

对活坐标的偏导数
一

可简化如下
:

“。 , ‘= 0 (3
.

1 } )
、 。 , ‘, = 一刀

a ‘j /刀
a 。

”
(3

.

1 2 )

u 。 , ‘, 舌二 一 D
a ‘, 。/ D

。 。

+ C‘, , 。(D
a

, ‘D , , 。
)/ (D

a a

D , , ) (3
.

13 )
。。 , ‘, , ‘= 一 D

。‘, * : / D
。 。

+ [C
‘, , 。‘

(D
。

, ‘, D , 。‘) + C ‘ , , * ‘
(D

。
, ‘D , , , ;

) ] / (D
。。

D , , )
一 [e

‘, , 。:
(刀

。

,
,

力, , , 刀
, 。 :
)22 ! + e . , , , 。:

(D
。 , ‘刀 , , , 刀

, 。 :
)丁z(力

。 。
刀 , , 刀 , ,

) (3
.

王4 )

。。对活坐标及参数变量的偏导数可简化如下
:
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。。 , ‘, = 一 D
。‘,

/ D
a 口

+ D
a

, 。D , , / (D
o a

D , , ) (3
.

1 5 )
u 。 , , , ,

= 一 D
。‘, , / D

。 。

+ [D
。

, 。, D , ,

+ C ‘, ,
(D

。
, ‘D , , ,

)+ D
。

, , D , ‘, 〕/ (D
。 。

D , , )

一 [C ‘, ,
(D

。
, ‘D , , , D , ,

)+ D
a , ,

D , ,
D

, ‘, 〕/ (D
a a

D , , D , ,
) (3

.

1 6 )

。。 , ‘, 。= 一 D
。‘, 。/ D

。。

+ [C , , 。
(D

。
, ‘, D , 。)+ C , , 。

(D
。

, ,
D , ‘。)+ D

。 , ‘D , , 。〕/ (D
。。

D , , )

一 ID
。 , , ‘D , ,

D
, 。+ C

, , 。
(D

。 , ‘D , , ,
D , 。

)+ C
, , 。

(D
。

, 一D , , ‘D
, 。
)

+ C
, , 。

(D
。

, ,
D , ,

D
, ‘。
)」/ (D

。 。

D , , D
, ,
)+ [D

。
, ‘D , , e

D
, 一D 。-

+ C , , 。
(D

a
, , D , ,

D
, , ‘D 。。

)] / (D
a o

D , 声D
, :

,

D
。。
) (3

.

1 7 )

‘对参数变量的偏导数可 以这样求得
:

分别将(3
.

5 )
、

(3
.

的
、

(3
.

10 )中的下 标
a ,
b

, 。
相

应换成下标P
, Q , s

后
,

分别得ylJ
。。 , , , 。。 , , 。 , , ; 。 , , 。; .

为了便于应用
,

利用定义 (3
.

2 )
,

可将 (3
.

3) 改写成如下逆坐标渐近式
·。

(一
,

, ,

卜 U
。

(, ,
)+ U

。 , ‘
(“

, )一 +

斌
U

· , ‘,
(“

,
)一

+ 不
u 。 , 。, 。“‘u , “。+ h

.

o
.

t
.

(3
.

18 )

式中
:

U
。

(几
,

)=
。 。 , ,

几
,
+

: ‘。 , , 。
;

,

、。+
一

扩
O

“ 。 , , 。:

之
,
几。几

,

+ h
.

0
.

七 (3
.

19 )

U
。 , , (之

,

) = 。。 , ‘+ u 。 , , ,
几

,
+ “ 。 , ‘, , 几

,
几
。

+ h
.

0
.

七
.

(3
.

20 )

U
。 , ! 了

(、
,

)一
。 , 。, + ·。 , ‘, , 久

,

+ 一

;
, ·。 , ‘, , ·

、, “。+ h
.

0
.

t
.

U
。 , , , *

(几
,
)二

u 。 , ‘, 。+ u 。 , ‘, 。, 几
,

+ h
.

o
.

t
.

(3
.

2 1
‘

)

(3
.

2 2 )

四
、

活化势函数与突变类型

1
.

活化势函数

将逆坐标‘代入势函数D
,

得到关于混合坐标
。。
的势函数B

B = B (
。。
)二D [

。。 , 。。

(
。。
)〕

势函数B 在临界点C处关于混合坐标
。 。

的泰勒展开式为

(4
.

1 )

: 一 :
。 。。 +

子
:

。。。。 。。+
一

里
:

。。。。 。。 。。。

+
一

户。
。 。。 d 。。。 。。。。‘+ h

.

。
.

t
.

‘ ! 口 !
‘
卜 !

(4
.

2 )

式中B 对混合坐标的各阶偏导数可 由(滩 1 )导出如下
:

厅
。
二 D

。

+ D
a “ 。 , 。

刀
。 。
= D

。 。
+ C

。 , 。

(D
。 。 u 。 , 。

)+ D
。

, u
。 , 。。,

, 。
弓
一

D
。。 。 , 。 。

B
。 。。

二 D
。 。。

+ C
。 。 , 。

(D
。 。。u 。 , 。

)+ C
。 , 。 , 。

(D
。
尸a u

。 , 。‘夕
, 。

)/ 2 !

+ D
。

, , : ‘。 , 。。,
, 。‘, , 。

+ C
。 , 。。

(D
a a u 。 , 。。

)

+ C
。 , 。。

(D
。

, u 。 , 。 u , , 。。

)+ D
a u 。 , 。。。

月
。 。。泛 = D

。 。。‘+ C
。。。 , d

(D
。 。。。。。 , 吐

)+ C
。 。 , 。 , ‘

(D
。 , 。 。u 。 , 。。, , d

)/ 2 !

+ C
。 , ,

、

, 。 ‘
(D

。
, : 。 。、 , 。。,

, 。: ,
。

d
)

,‘3 ! + D
。

, , 。。。 , “ , 、,、 , 。, ‘, 。,‘。 ‘

+ C
。。 , 。注

(D
。 。。, : 。 , 。‘) + C

。 , 。 , 。 d
(D

。
, a 。。 , 。。,

, 。‘)

(4
.

3 )

(4
.

4 )

(4
_

5 )
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+ C
。 , 。 , 。d

(D
。

, , 。。 , 。。, , 。。 , , 。。)/ 2 , + C
。 , 。。。

(D
。 。。。 , 。。‘)

+ C
。 , 。。‘(D

。
, u

。 , 。。 ,
, 。。‘

)+ C
。。 , 。‘

(D
。

, u 。 , 。 。u , , 。‘
)/ 2 !

+ D
a 。。 , 。。e ‘

(4
.

6 )

以上 各式中D
。

二 。
,
D

。 , = 。(a 寺刀)
, “。

的各阶导数由式 (3
.

5 )
,

(3
.

9 )
,

(3
.

10) 确定
.

利用已知条件
,

B对活坐标的偏导数可简化如下
:

B ‘= D 。= o , B
‘, = D ‘, 二 o , B

‘, 。二 D ‘j。
(4

.

7 , 4
.

8 , 4
.

9 )

B ‘, 。 : = D
‘, , ‘一 C

‘, , 。‘(D
。‘, D

a , ‘)/ (2 , D
。 。

) (4
.

10 )

1上J.上

B , , * :。 = D ‘, 。z。 一 C 、, , * , , (D
。 , 、D

。 , , 。 )/ D
。 。

十 C‘, , ; , ; 。 (D
。

, ‘D
。 , 。D , :二

)/ (2 :D
一。
D , 一)

(4

B
‘, 。‘二 。

= D ‘, 。: 二。
一 [C

玄, , ‘, 二。

(D
。‘, , ‘D

。
二 ,

)+ C , , 。 , ‘。 二

(刀
。‘, 、D

。 , 。。
)/ 2门 /D

。。

+ 〔C ‘, , 。‘, 。 ,

(D
。

, ‘, D
。 。‘D , , ,

)/ 2 ! + C ‘, , , ‘, 二 ,

(D
。

, ‘D
。

, 。 :D , . 。

)〕/ (D
。。

D , , )

一 仁C 。, , 。‘, 。 ,

(D
。

, ;
D

。 ‘, D , 。‘D
, 。。

)/ 3 !

+ C ‘ , , , , ‘, 。 ,

(D
a

, ‘D
。 , , D , 。‘D

, 。 。

)/ 2 !〕/ (D
o a

D , , D , ,

) (4
.

1 2 )

B 对活坐标和参数变量的偏导数导出如下
:

B ‘,
= D ‘,

(4
.

1 3 )

B ‘, ,
二 D ‘, , 一 D

a ‘, D
a , / D

a 。

(4
.

1 4 )

B ‘, 。二 D ‘, 。一 C
, , 。

(D
a ‘,

D
a 。

)/ D
a 。

+ D
a

, : D
a ,
D , 。/ (D

o a

D , , ) (4
.

1 5 )

B ‘, * , 一 D : , , , 一 〔D
。‘, 。D

。 ,
+ C ‘, , *

(D
。‘, D

。 。,
)」/ 刀

。 。

+ C ‘, , 。

(D
a

, ‘D
。 , 。D , ,

)/ (D
o a

D , , ) (4
.

1 6 )

B
‘, , 。= D ‘, , 。一 [C

, , 。

(D
。‘, ,

D
。 。

)+ D
。‘, D

。 , 。+ C
, , 。

(D
。‘, D

。
, 。)」/ D

。。

+ 〔D
。

, ‘, D
。 ,
D , 。+ C

, , 。

(D
。

, , D
。‘, D , 。+ D

。
, ‘D

。 , , D , 。

+ D
。

, , D
。‘,
D , 。

)〕/ (D
。 。

D , , )

一 「D
a

, ,
D

。 ‘, D , ,
D

, 。
+ C , , 。

(D
a

, ‘D
。 , , D , ,

D , 。

)」/ (D
a o

D , , D , ,
) (4

.

1 7 )

B ‘, 。:

= D ‘, 。。一 [C
, , 。:

(D
。 ‘, D

。 。,

)+ C , 。 , :

(D
。‘, 。D

。 ,

)」/ D
a a

+ [C
, , 。 , 。

(D
。

, ‘, D
。。
D ,

。

)/ 2 ! + C
, 。 , 。

(D
。

, ‘D
。 , ,

D ,
。

)

+ C , , 。 , ,

(D
。

, ,
D

。 ‘。
D ,

:

)l/ (D
。 。

D , , )一 〔D
。

, , ‘D
。 , D , 。D

, :

+ C , , 。 , 。

(D
。

, ,
D

。‘一D , 。D
, ,

)/ 2 ! + C
, , 。 , 。

(D
a , ‘D

。 , , D , 。D
, ,

)] / (D
。 。

D 一D , ,
)

+ C , , 。 , 。

(D
a

, v
D

a 。‘D , ,
D

, 。
D

。:

)/ (2 , D
a o

D , , D
, ,
D

e ,

) (4
.

1 8 )

为了便于应用
,

利用定义 (3
.

2 )
,

将(4
.

2 )改写成

B 一且
。‘+

. ‘

王及祖
‘“、+ 一

子
一

几括
。。。, 。, +

一

夕一 B
。, 。: 。‘。声山

乙 ! d ! 任 !

+ 。 (,
,
)+ 、

‘(、
,

)一 +

夕
,
“‘,

(几
,

)一
+

了
一

,
“ , , ·(元

,

)一
。, 二

+

了
,
“

‘, 一 (“
,

)·
:

一
+ h

.

0
.

‘
.

(4
.

1 9 )

式中
:

_ 1 _

二 1 _
, . ‘

_

1 _

刀 (凡
,

)二万
, 凡,

+
。 万 , 。

肠几
。
十 ‘

一

万 , 。:

好彻凡
。

十 万 万, q , 。
如衍九凡

‘
十 n

.

0
.

t
.

乙 ! U ! 件 !

(4
.

2 0 )

_
.

1 _
.

1 一

刁
‘

(几
,

) = 百
‘, 凡,

+
。 万 ‘, 。凡,

如 +
。 万 ‘, 。:

好儿
。儿:
十

‘ ! 。 ! 4 -
B ‘, 。: 。

久
,
几
。
久
。
几
。

+ h
.

0
.

t
.

(4
.

2 1 )
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。 。 .

1 ,
. 。 .

1 _

/1 ‘, 气几, ) = 刀‘”‘十不
一万‘” ’‘如十 百

一

!一万价
“·好如‘十 n. 。

“ ‘, ·(“
,

, 一B ‘, 。, “, +

夕
: B ‘, 。, 。“, “叮+ h

.

0
.

‘
.

,

望。, 。:
(元

,
) = B ‘j。: , 几, + h

.

0
.

七
.

(4
.

2 2 )

以上 击
,

刀‘, ,
刀‘林 ,

刀 ‘” : ,

⋯为参数变量几
,

的综合量
,

可称为综合参数变量
.

(4
.

2 3 )

(4
.

2 4 )

不管参数变

量个数 L 是多少
,

综合参数变量个数 是 固 定 的
,

即 M 个 刀‘,

M (M + 1 )/2 !个山
, = 刁 , ‘,

M (M + 1 )(M + 2 )/3 !个刀
‘, , 一刃‘。, = 刀 , 。‘~ 刀 , ‘。一刀 * ‘, 一 * 了‘.

油参数变量可唯一确定综合参

数变量
,

但一般不能由综合参数变量唯一确定参数变量
.

B ‘,

尽
, ,

几
, * ,

从。
‘
等 与参数变

量无关
,

反映结构的固有特性
.

利用等式 B ‘~ B ‘, 一 。
,

略去关于活坐标的常数项 刃 (几
,
)

,

得到关于活坐标和综合参数变

量的势函数
,

简称活化势函数

n
, 。 、 J , , 、 .

」
_

』 。 、
_

1

刀 Lu t , 几, ) 一刀 ‘叹凡, )u ‘+
一

2 1 d t j戈凡
,
)u ‘u

,
+ 3 !

一

L万““+ 刃 ‘j“ (凡
,
)」“‘u j u “

1
+

一

4 ! L万‘, “‘+ 刁 ‘沙k ‘(几, )」“‘“j u “u ‘+ h
·

o
·

t
·

(4
.

2 5 )

2
.

确定突变类型

活化势函数可用于确定突变类型
.

单重临界点 (M 一 1
一

)有如下几种突变类 型
二5 , “二 : △

。
斧 。

时
,

折叠突变 , △。= o ,
△

4
斗 。时

,

尖 点 突 变 ; △3 = △
‘
= 0 ,

△
6
午 。时

,
燕尾突 变 ; △

3
~ △‘

一△
5
= 0 ,

△
。
今 。时

,

蝴蝶突变
.

其中
,

△
3
= B , , : 二 D 川 (4

.

2 6 )

△
‘= B :川 二 D 川

1 一 3 D
。 , ;
D

a l , / D
a 。

(4
.

2 7 )

△
。
= B

1 1

川 = D 川 : : 一 loD
。 ; ID

。

川 / D
a 。

+ 1 5 D
a

, , D
a ; I
D , : 1

/ (D
a a

D , , ) (4
.

2 8 )

么
。
二 B ; : ;川 = D 川川 一 (1 5 D

。

川 , D
。 , ; + loD

。

川D
。

川 )/ D
。 。

+ (4 5 D
a 一: , D

。 : : D , : , + 6 oD
。 , ,

D
。

川D , 1 :

)/ (D
。 。
D , , )

一 (1 5 D
。一, D

。 : ; D , : ,
D

, : : + 9 0 D
a , : D

a , :D , : : D , , ,

)/ (D
a a

D , , D
, ,
) (4

.

29 )

多重临界点(M > 2) 要复杂得多
,

如何根据活化势 函数确定突变类型
,

需另行研究
.

五
、

活化平衡方程

由活化势函数(4
.

2 5 )的驻值条件 口B / 口。‘= o 导出临界点C附近关于活坐标和综合参数变

量的代数平衡方程
,

简称为活化平衡方程

F“一 ‘,
, 一“。(‘

,
, + “

‘,
(“

,
)一 +

六
〔B ‘, ·+ “ ‘, 。

‘“
,

, 〕一

1
_ _

+ 德 ,一 L万‘, “‘+ 刀‘, “‘(几, )〕“, u * u ‘+ h
·

0
.

t一 o (5
.

1 )

临 界万点 C (
u , 二 o ,

几, 一。)处
,

所有综合参数变量为零
,
左 ‘
(o )二 o ,

刁
‘,
(o )一 。

,
刀‘, 。

(o )

= 。
,
刀‘”‘

(0) = 。
,

所以活化平衡方程 (5
.

1) 满足初始条件
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F ‘
(o

, 0 )= o ,
口F ‘

(o
, o )/ 口

u , 二 0 (5
.

2 )

将活化平衡方程作为分岔方程
,

可应用分岔理论或其他方法求解
,

求得活坐 标多 分 支

解
.

将活坐标和参数变量代入逆坐标渐近式
,

可确定逆坐标
.

根据活化平衡方程的系数 几
, 。 ,

风
j。: ,

⋯和综合参数变量 刁‘,
刁 ‘, ,

击
, * ,

击
, 。 ,

⋯可

判别临界点或分岔点类型
.

限于篇幅
,

衣文不进行具体讨论
.

六
、

结 语

(功 本文针对多参数变量和多状态变量的离散型有势系统 的非线性稳定问题
,

提出了

活化方法
.

该法 可应用于分析由里兹法
、

伽辽金法
、

最小二乘法
、

基于虚位移原理的有限元

法等导出的代数平衡方程组所描述 的非线性稳定问题
.

( 2 ) 活化方法是弹性稳定理论中 L ia p u n o v 一S “h m id 七方法的改进和提高
,

主要体

现在以下几方 面
:

(a) 定义了混合坐标 (3
.

2 )
,

简化公式推导 ;

(b) 根据求导次序的可交换性
,

引入 了组合项求和符号
,

使导数公式更简洁
,

使得推导

逆坐标
“。

和活化势函数B 的高阶导数成为可能 ;

(C )引入了综合参数变量
,

它们是参数变量的泰勒级数和 (选
.

勿 )、 (选
.

艺4 )
.

用综合参 数

变量描述
,

处理参数变量更简洁
、

更确切
、

更统一
:
参数变量是荷载参数还是缺陷参数

,

这

无关紧要
; 不需归并同类参数

,

也不需在参数空间中选定某一方向 ; 不需根据参数变量个数

是多于或小于等于状态变量个数而采取不同的处理方法
.

(d) 在势函数和代数平衡方程组中消去逆坐标
,

分别得到活化势函数和活化平衡方程
.

( 3 ) 活化方法的求解步骤大致如下
:

(a )如同 L ia p u n o v 一S e h m id七方法
,

将状态变量分为活坐标和逆坐标 ;

(b )计算‘和 B的导数
,

再计算综合参数变量值
;

(“ )求解活化平衡方程
,

求得活坐标多分支解 ;

(d )将活坐标多分支解和 参数变量代入逆坐标渐近式
,

求得逆坐标多分支解
。

( 4 ) 应用活化方法分析具体问题时
,

按活化方法求解步骤
,

将具体数据代入相应公式

或表达式
,

就可求得各阶渐近解
.

因此
,

这种方法比通常逐个问题逐个摄功的摄动方法史加

一般化
、

规范化
.

( 5 ) 导出的活化势函数 (4
.

2 5 )可变换成某种标准势函数
,

应用突变理论确 定 突 变 类

型
.

M = 1时
,

可根据判别式 (4
.

2的、 (选
.

2的很方便地确定突变类型 , 汀一 2时
,

尚需进一步

研究
.

,

( 6 ) 导出的活化平衡方程 (5
.

1 )可作为分岔方程
,

应用分岔理论求解
,

确定临界 点 或

分岔点类型
.

( 7 ) 本文的研究将促进弹性稳定理论与突变理论和分岔理论的结合
.
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