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摘 要

本文建立非线性非完整系统相对于非惯性系动力学的积分理论
.

首先
,

由这种 相 对运 动 的

R o
ut h 方程给出系统的第一积分

;

其次
,

分别利用系统的循环积分
、

能量积分降阶运动方程
,

得

到推j一的 R o
ut h 方程和推广的 W h it t a k e r

方程
,
再次

,

建立这类系统运动的正则方程和变分

方程
,

并由第一积分构造系统的积分不变量
;

然后
,

给出系统的 Poi nc ar ‘一C ar t a n 型积分变量

关系和积分不变量
.

最后
,

给出一系列推论
.

关幼词 分析力学 非完整约束 非惯性系 积分理论

引 言

随着近代科学技术 的发展
,

非完整系统相对于非惯性系的运动问题的研究越来越显得重

要
.

6 0年代以来
,
几 y p 、 e A

.

H
.

〔’

戈 梅凤翔
〔2 、、

邱荣〔3二和笔者〔‘二相继建立了完整系统或非

完整系统相对运动的多种形式运动方程 , 最近
,

笔者又给出了非完整系统相对运动 的 广 义

N o e th e r 定理 〔“二
。

但是
,

这一问题的研究多限于方程的建立
,

而对新型方程的积分 理论研

究甚少
.

复杂系统动力学方程的积分理论是现代分析力学发展 的重要方面之一 本文较为全面地

建立非线性非完整系统相对运动动力学 的积分理论
,

包 括 :
第一积 分

,

R o u 七h 降阶 法
,

W h itt a k e r
降阶法

,

积分不变量的构造
,

P o in e a r ‘一C a r ta n 型
、

P o in e a r 。 型积分变量

关系和积分不变量
.

并给 出一系列推论
.

几
、

非线性非完整系统相对运动的第一积分

研究 N 个质点构成的力学系统相对于某 非惯性参考系的运动
.

非惯性系与大质t 的物体

固连在一起 (例如地球 )
,

其相对于某惯性系的平动加速度a 。
、

角速度。和角加速度
‘
都是时

间t的已知函数
,

与诸质点的运动无关
.

系统在 非惯性系中的位形由广义坐标 q
。

(
: = 1

,

⋯
,

n)

苦
汪家诛推荐

.

河南省自然科学基金资助课题
.
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其运动受有g 个 耳e ”eB 型理想非线性非完整约束

f
,

(Q
a ,

夕
, , 才) = o ,

p
d g

,

二 o (p 二
, g ) (2

.

1 )万
�

时
。

乞目

则系统的运动满足这种相对运动的 R o u t h 型方程为
‘2 〕

OT
, _

a空
:

aT
,

八

二 = 叼
e 一

d q
:

(犷
。

十犷
“

)十 O二+ 厂
。

十A
。

儿 一

卦念
(s 一 l , ”

·

川

( 2
.

2 )

d击

其中贸
,

为系统相对运动的动能
,

标为待定乘子
,

而Q
。 ,

V
。 ,

广义力
、

均匀力场势能
、

惯性离心势能
、

广义 回转惯性力
、

把作用于系统的主动力分为有势力和非势力两部分

Q

一号象
+ Q“(、一 “一 , ,

,
犷一 V ‘“

·

,

构造力学系统相对运动的 L a g ra n g e 函数

L
,
= T

, 一 犷一犷
“一 犷

。

则方程 ( 2
.

2) 可以写为

犷
‘ ,

Q导
,

厂
a ,

八
。

分 另t!依次为

广义陀螺力和广义约束反力
〔5飞 .

(
s ,

九= 1 ,

⋯
, 林
) ( 2

,

3 )

e L
,

己L ,

( 2
.

4 )
己叮

。

对于方程 ( 2
.

1 )和 ( 2
.

4 )
,

1
“

L a g r a n g e 函数L

二 Q二+ 口二+ r : + 刃 ,

(
。

如果满足如下条件
:

, 。
)

子‘

dd

,

不显含某些广义坐标qa

。L
,

/ aq
。
= o (

a = 1 ,

⋯
, a 镇”

)
(2

.

5 )

2
。

约束方程介不显含如
af

,
/ a空

。
二 o (户二 1 ,

⋯
, 夕多 a 二 飞

.

,

⋯
, a
(

。
)

3
”

q 。

对应的各广义力之和等于零

O二+ O 二+ 厂
。
二 0 ( a 二 (

一

,
⋯

, a
《司

贝U非线性非完整系统的相对运动存在a 个循环积分

aL
,

/ 己女
。
= 月

。
“ c o 平St ( a 二飞

,

⋯
, a
《

”)

为了求得能量积分
,

我们计算

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

( 2
.

8 )

蒸
。
〔鑫黔

一 “
·

)

并把 (2
.

4 )代入
,

得

壁
: 一涂一粼

一

蓄沙
一

瓮
。
·

)呱
�

峪扒睿粉
一动

一

粼
,

锹
“

·

十

刀

二 E (Q二+ Q : + r
:

)寸
。+ E E 肠 ( 2

.

9 )
8 = I P = l

默
如一 a

佘

关系式‘2
·

9’称为非线性非完整系统相对运动的“巨
勤

程
·

由厂
·

的性质知
〔’1

芬ra “
·
三 O,

因
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此
,

如果满足如下条件
:

1
“

约束方程(2
.

1) 对如是齐次函数

薯知
一‘介 ‘“一 ‘

, 2 ”
‘ ’

(2
.

1 0 )

2
”

非势广义力与广义回转惯性力的功率之和 等于零

乙 (Q二+ Q二)夕
。
二 o

(2
.

1 1 )

3
0

L a g r a n g e 函数L
,

不显含时间,

6L
一

/ ot = 0 (2
.

1 2)

则非线性非完整系统的相对运动存在能量积分

户器二
“

,

一乙一“一 C “ n “‘

比 (2
.

1 0 )、 (2
.

1 2 )更为一般的条件是

(2
.

1 3 )

艺 (O二+ Q : + r
,

)空
,

+ E E 肠 (2
.

1 4 )
P8
了J
一

寸
�d�d

召 二 I P = 1

。
。
一

食
一 O

如果满足条件 ( 2
.

1
一

4 )
,

则有能量积分 ( 2
.

13 )
.

三
、

非线性非完整系统相对运动动力学方程的R o ut h降阶法

18 了了年
,

R o u t h 首创利用循环积分降阶完整保守系统运动方程 的 方法
〔“二,

一百多 年

来
,

深受数学
、

力学和物理学界的重视
.

最近
,

刘端
〔7二成功地把这种方法用于降阶线性非完

整系统的运动方程
.

下面把 R o u t h 方法推广应用于降阶非线性非完整非有势 系 统相对运

动的动力学方程
.

假如由( 2
.

8 )式可解出
a
个空

, 记作

空
。
= h

。

(q
。 十 ; ,

⋯
, q 。 , 刀

: ,
⋯

,

刀
a
多 女

。十 : ,

⋯
,

空
。 ; t ) (

a = 1 ,

⋯
, a ) ( 3

.

1 )

我们构造非完整系统相对运动的 R o u 七h 函数

R
,

二L节一 E 刀
。
h
。

(3
.

2 )

其中

由( 3
.

2 )

L节(q
。 十 , ,

⋯
, g ” ; 刀

, ,
⋯

,

刀
。 ,

q
a + l ,

a
。 十 , ,

⋯
, g 。 ; h

z ,

⋯
,

h
。
;

⋯
,

夕
。

, t )

空
。十 ; ,

⋯
,

夕
, ; 才) ( 3

.

3 )
、

(3
.

3 )式
,

OR
,

oq
。 + ‘

aL节

aq 。 十‘

oh。
_ 丫 , R

_ _

夕廿a

‘曰 尸 a 日。
J

口 . 1 ~ 性 “ + 。

OL
,

Oq
。十 ‘

e L -

己夕
a

e h
。

己q
。 十 ‘

L.得=

_ 价。
。
“ha

粼
‘

一 。q
a + ‘

(d = 1 ,
⋯

, ”一 a ) ( 3
.

4 )
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己R
,

己空
。 十 ‘

日L节
己空

。 十‘

己阮
。

公日
·
己4

·

“
己L

,

6夕
。 + d

OL
,

己h
。

己夕
。
己q

。 + ‘

价。
。

。ha
.

廿
’
一 d夕

。 十‘
(d 一 1 ,

⋯
, n 一 a ) (只

.

弓)

OL 节

0刀
a

一艺 局 一 h
。 一乙 ;贫毅

一

户
几
毅

一 ha
(
a = ! ,

⋯
, a

) (3
.

6 )

注意到(2
.

5) 和 (3
.

功式
,

则有

OR
,

OL
,

OR
, OL

,

。q石万= 。如J
, 。空

,

万 = 。空
。 + ‘ (d 一 2

.

,

⋯
, n 一 a

) (3
.

7 )

口R
,

二 。一 ~ 一 q a ta = 匕
. ’ .

, a
U 尸a

(3
.

8 )

将(3
.

劝代入 (2
.

4) 式中后面 (
n 一 a) 个方程

,

我们得到

己R
r

己R
,

0夕
。 + ‘ o q

。 + ‘
= Q二

, ‘+ Q :
, d + r

。 + ‘+ 乙 几, oj
,

己空
。 + ‘

(d = 1 ,
⋯

, n 一 a )
.

奋舀

dd

(3
.

9 )

方程(3
.

9) 称为非线性非完整非有势系统相对运功的广义 R o ut h 方程
,

它们与方程 (3
.

8 )

及约束方程(2
.

1) 构成封闭的方程组
.

方程 (3
.

9) 与方程 (2
.

约 保持有相同形式
,

但方程的个

数巳减少到 (
, 一 a) 个

,

实现了方程 (2
.

4 )的降阶
,

其余 a
个方程可 由循环积分 (忿

.

8 ) 或方程

(3
.

8 )独立地给出
.

四
、

非线性非完整系统相对运动功力学方程的W hi tta k er 降阶法

拍04 年
,

W hi tta k e r
利用能量积分降阶完整保守 系 统 的 运 动 方 程

,

得 到 著 名 的

W h it ta k e r 方程
‘8二 .

梅凤翔于 19 5 圣年推广得到非完整系统的 W h it ta k e r 方 程 〔g 二.

下面

把 W h i七ta k e r 方法进一步应用于降阶非线性非完整非有势系统相对运动的动力学方程
.

令

空
,

= 空19 二
, 口牛= d q

,

/ d q ,

(v = 2 ,

⋯
, n
) (4

.

1 )

用(4
.

]) 替换L
,

中的寸
, ,

得到

口(q
s , g {

,

夕
;

)= L
,

(g
: ,

夕
t ,

夕
t g {

.

)

则有

6L
, .

二
一 。

,
一

十 夕
.

o q , 泥忿

6L
,

空
,

6空
,

夕,

(v = 2 ,

⋯
, n

(注
.

2 )

(4
.

3 )

. ’ ·
, 冷 (4

.

4 )
f盆

Lq
气门气州

一一

视岭泪
一

州泪
一

呱
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将 (4
.

1) 代入能量积分(2
.

1 3 )
,

解出

q , = 女,
(g 二

, 9
5

) (
, = 2 ,

⋯
, n , s 二 卫

,

,

一
, n

)

把(4
.

5) 代入 (4
.

2 )所得函数定义为力学系统相对运动的 W hi t ta k er 函数

才
,

(g 二
, g ,

)二。口
‘0空1

则有

(4
.

5 )

(4
.

6 )

时为己2
口

O夕f
(4

.

7 ).

叮�

� .‘�O�中一Ql�d
一一一

不一qaj
�d

O班
,

_ 己
2
口

,

0
2
口 己夕

1

石 二 一 今 _
一

今 , , 网 ~

不飞丁, 万 乙

。甘 a u 甘s o q r o q 至 U 甘
a

( 4
.

8 )

为简化以上二式
,

利用 (4
.

2) 及L ,

二口
,

能量积分 (2
.

1 3) 改写为

夕
,
0日/ 0空, ~ h + 口

对上式微分
,

得

( 4
.

9 )

6ql州鱼娜毗aL.
.

a
Z
日

至: 。空贾

.

a
Z
口

ql
耐

-

分别比较( 4
.

7 )与 (4
.

0牙
r

0 9 二

令 卿 ,

( g
。 , g 二

,

同理可得

十夕
z
护口 0口

O空; 0 9 乙 0 9 二
(4

.

1 0 )

0
2
习 0口

十 乳 一石三 。 _
一 石 二 U

U 赞 I U g
习 U g 公

0空
, ’

空
: ,

( 4
.

8 ) 与( 4
.

,
.

1 )
,

己研
,

l 日L
,

6 q ,

q ; 6 q
;

才) = f
,

( q
。 ,

夕
: ,

并利用 (4. 3 )
、

( 4
.

4 )
,

得

( v = 2 ,

⋯
, n ; s = 1 ,

⋯
, 。

)

空
1 9 二

, t )
,

f言( g 二
, g 。 , t ) 三0甲 , / 6空

1

(4
.

1 1 )

( 4
.

1 2 )

叮言_ 万
,

叮言_ 」 万
,

。g 二一 。空
, ’

己g
。
一 空

,
ag s (

, ~ 2 ,

⋯
,

们 s = 1
.

,

⋯
, n (4

.

1 3 )

将 ( 4
.

J2 )
、

( 4
.

1 3 )代入 ( 2
.

4 )中后面 ( n 一 1 )个方程
,

我们得到

_ 旦班
,

-

己q
, 沪

: + Q ; + 厂
·

+

争盆
一

) ( v = 2 ,

⋯
, n ) ( 4

.

1
一

4 )
r脚州dg

d

方程 ( 4
.

1 4 )称为非线性非完整非有势系统相对运动的广义 W hi 七t a k e r

方程 ( 2
.

4) 的
n
个自由度问题降阶为 (

。
一 {)个自由度问题

.

在方程 ( 2
.

4 )中 q ,

是循环坐标的特殊情况下
,

方程 ( 4
.

扭 )也不含 q : ,

积分

方 程
.

至 此
,

已将

那么可得新的能量

鑫器
: “二一不一

C O n s‘
( 4

.

1 5 )

应用 ( 4
.

15 )
,

又可用上述方法将( 4
.

1 4 )降阶为 (
, 一 2) 个自由度问题

.

如此在 同样条件下
,

此

降阶方法可继续使用
.

五
、

非线性非完整系统相对运动的积分不变量的构造

w hi 计a k er 曾指出
「‘。 :

对于完整保守系统
,

已知一个第一积分可以确定一个积 分不

变量
。

梅凤翔证明这一结论对非完整系统也适用
〔’‘ .

下面我们推广应用这一结论
,

用 非 线

性非完整系统相对运动的第一积分构造其积分不变量
.



罗 绍 凯

我们延用 H o B
oc e 二。B

的思想
〔‘发 ,

把方程 (2
.

4) 作为一个有条件的完整系统问题来研

究
,

其中非完整约束(2
.

1) 看作方程 (2
.

4) 的特殊的第一积分
.

对于方程(2
.

功和 (2
.

力
,

可在

积分之前求出标作为 q , ,

夕
; , 亡的函数

.

引入力学系统相对运动的广义动量和 H a m il 切 n 函

数
P
。 = 口L

r

/ 己夕
,

(s “ 1 ,

⋯
, n )

·

(5
.

] )

11
,

(、
, ,

夕
, , t) 二 乙 力

。

全
, 一 五

,

(5
.

2 )

则方程 (2
.

4 )可写为正则形式

,
。

一

擎
,

p
,

一望
·

十。二十。: + 厂
:

十瓜 (
: 一 ,

,

⋯
, ,

)
U 尸

s U 甘 子

(5
.

3 )

其中(⋯ )表示 (⋯ )中空用 q ,
p

, 才代换所得表达式
.

我们称(5
.

:i) 为非线性非完整系统相对运

动的相应完整系统的正则方程
,

在求解(2
.

1)
、

(2
.

4) 的运 动时
,

可先积分相应完整系统的运

动方程 (5
.

3)
,

然后再施加非完整约束(2
.

功对初始条件的限制
.

对于方程(5
.

3 )
,

用 g :
+ d g . ,

P
。

+ dP
。

分别替代 g ,

和P
。 ,

忽略 d g 。 ,

6P
,

的二阶小量
,

我

们得到变分方程

、
、..户

J吮

.

、

l;
,!

!
、

了

!lj
邵LO

护J.、
,

房
一

鲡
一

感撇 d g 。+ 乙
子H

,
6p ,

A石j p 、

一价
护旦

沪

粼 己g , 己Q。

。、。一

户蕊
·

如
。+

户
。

具(O二+ O二+ 厂
。
+ 刀

,

)d g 。P
八
O

d击

+ 乙
O

‘

OP。
(。二+ 口尝+ 厂

。

+ 刀
;

)dP
。

(
s = 1 ,

⋯
, 。)

利用(5
.

3 )
、

巾

(5
.

4 )可以证明
:
如果方程组(5

‘

3 )有
,

(g
, , P

。 , 公)二 e o n o t (5
.

5 )

的一个第一积分
,

那么表达式

f价f沙
·

J拭
、 d g e

占。
·
+

劣:
j,

·

) (5
.

6 )

是非线性非完整系统相对运动的一个积分不变量
.

实际上
,

利用 (弓
.

劝
、

(5
.

4 )
,

我们有

: 。
、

·

+

户嘿:
“,

·

)
一

户{葱l
6

2
叻

,

6H
,

6 q o o g
:
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6 )式为非线性非完整系统相对运动的积分不变量
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六
、

非线性非完整系统相对运动的 P oi n ea r6

C ar ta n 型积分变量关系和积分不变量

P ol nc a1’ e 一c ar 七al l 积分不变量和 P oi n c ar 。 通用积分不变量在现代数学
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力学和物

理学中具有重要作用
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最近
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刘端
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建立
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则本文退化为非线性非完整系统相对于惯性系动力学的积分理论
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文献〔6〕、 [川和文献〔1 3〕

的积分理论均可作为本文的推论而得到
.
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