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摘 要

本文对包括 !K间多项式族和览形多项式族的一类多项式族的鲁林稳定性进行了研究
.

我 们 给

出并证明了其中几个可用有限检验来判断的多项式族的壬J
u r

, itz 稳定的实例
,

同时举 例说明了有

限检验对所有这一类多项式族并不总是可行的
.

关. 词 值映射 H稳定 H等价

引 言

苏联学者K h ar 计。n o v 习几‘7乏年研交了区御多顺式 族

F (
:
)一 {j(

·
),

f (
s) ~ 艺

a ‘s ‘ 。
落

《
。‘
、 : ! ,

‘一 “
, 1 ,

⋯
, 。

} (1
.

1 )

的备棒稳定性问题
, 得到了著名的K h ar it o n o v 定理

〔‘二 .

为 了判断多项式族 (1
.

1 )

H u r w itz 稳定的
, 只要检验它的四个特殊的顶点多项式就足够了

.

随后 , 不少学者对有关多项式族的鲁棒私定性 进 行 了 广 泛
、

持 续 的 研 究
.

T e m p o 等对
!

同区间多项式族对偶的菱形多项式族

式是否为

其中R
.

F‘·,{“
·

, , “
·

, 一

息
‘Z ‘一

艺 }、之
‘一 冷‘!( ,

} 妇 约

进行了研究
, 给出了重要的菱形族定理

〔2 二 .

为了判断菱形多项式族 (1
.

2 )式 的 H u r w i垅 稳

定性
, 只要检验其 8个特殊的顶点多项式就可以了

.

作为区间多项式族和菱式多项式族的一种推广
, 我们研究了下面的一类

:
次实 多项式族
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李 其中 {j, 。 ,

j, , ,

⋯
,

j*
。* } (k = 1 , 2 ,

⋯
, m }是{0

, 1 ,
⋯

, , ; }的非空子集
, 它们的并集
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U {j。
。 ,

j, 1 ,

⋯
希 = 1

,

jk
。,

卜 {o
, “ ,

. .

一 儿

而它们中任意两个的交集为空集
,
即

{ j, 。 ,

jo l
,
⋯

,

j。
。。} n { j:

。,

j: 1
,

⋯
,

jz
,

卜功
,

V I今 k

显然
, 当。 二 n + 1时

,
多项式族 (IL

.

勺式就是多项式族 (卜功式 , 而当。 ~ 1 时 ,
多项式族

(1
.

3 )式就是菱形多项式族 (卜 2) 式
.

由于多项式族 (
?

.

:i) 式是其系数空 间 R
” + ’

中的凸多面体
,

根据著名的棱 边定理
￡“二 ,

可以

知道 ,
为了判断多项式族 (1

.

3 )式是否为 H u r w i七z 稳定的
, 只要检验其各个突出棱边 就可

以了,
从而化为一维检验问题

.

本文中
,

我们研究的是能否像区间多项式族和菱形多项式族

那样通过有限检验来判断多项式族 C
.

冲式的 H u r w it z 稳 定性
.

二
、

几个有限检验的实例

对于 (1一 3 )式的一类多项式族
,

我们可以举出若干能通过有限检验来判断其H u r w i七z稳

定性的实例
. ‘

本节中
夕
我们将给出其 中的三个有限检验的实例

,

并利用H等价
〔4 二、

参数化方

法 t4: ,
边界定理

’SJ和棱边定理等概念
、

方法和理论给出证明
.

无论是用边界定理还 是用棱边定理
,

我们所直接得到的均为一维检验
.

为了由一维检验

能够得到有限检验
,
我们需要用到以下两个结论

.

命题 2
.

1 仁‘二 设 ,
次多项式 f

l
(s) 与f

:

(习具有相同的奇次项或相同的偶次项
,

则其凸组合

f(
s ,

几)
:二
(1 一凡)f

,
(
:
)+ 久f

:

(s )
,

久〔〔0
, 1」 (2

.

飞)

是H稳定的当且仅当j
l
(
:
)和f

:

(
:
)是H稳定的

.

命题 2
.

2 〔
7 n

次多项式f
。

(s) 与f
。

(
:
) + (a + 刀s) 了

,
(s) 中

,
f

,
(s) 仅含有奇次项或含有偶次

项
,

则 其凸组合

j (之
, s
) = f

。

(
s
)+ 几(

a + 刀
s
)f

,
(
s
)

,

几〔 [0
, 1 1 (2

.

2 )

是H稳定的当且仅当f (0
, :
) ~ f

。

(
s)及f(1

, s )
二二

f
。

(s ) + (
a + 刀

s
)f

l (s )是 H稳定的
.

设
。
次实系数多项式族为

F (
:
) 一{j(

: ) , j (
:
) 二艺

。。“‘

E }。
2‘一 夕2 ‘

!《 r]

” + l ) 2 2 了

弓
}。

2 ‘一 , 一 ,
2 !

一、
r Z

} (2
.

3 )

这是 (1
.

3 )式中。 = 2 ,

{o
, 1 ,

⋯
, 。 }的两个子集分别为笼O

, 2
.

4
,

⋯
,

2 「n / Zj }和{1
, 3 ,

⋯
,

2 仁(n + l)/

2〕一 1 }的特例
.

设 了
。

(s ) 二 乙 么护
,

则我们有

璐黝定 理2
.

1众多项式族 (2
.

3 )式是H稳定的
,

当且仅 当其8个顶点多项式

f
。

(
s
)士

r、士r : s ,

f
。

(
s
)士

r 、s ”

士 r Zs” 一 , , n
为偶数

或

(2
.

4 a )



关于一类多项式族的鲁棒稳定性研究 10 4 3

j (
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r , 士: 25 ,

f
。

(
s
)士

r Zs ft

士r , s
” 一 ‘, 。

为奇数

是H稳定的
.

证明 当n
为偶数时

,

设

P
l

(
s )一 {f (

s
), f (

s )一 f
。

(s ) + 几r l + 拼, 2 5 , 元沪〔仁一
, ’

〕}

P
:

(: ) = {f (
s
); f (

s ) = f
。

(s ) + 几
r ls ”

+ 拜r Z s 几 一 ’,
元

,

拼〔 [ 一 ; , 飞J于

P (s ) = Pl (s ) U P
:

(
s
)

易知 P (s )C F (
s
)

,

且

F (j。) = Pl (j。)D P
Z

(j。)
, 0簇。簇 ’ (图飞)

.

F (了。) = P
Z

(j。) D P , (j。 )
, 1簇。 < + co

(2
.

4 b )

(2
.

sa )

(2
.

sb )

八令。)一
r ,
十 r,j 田

八伽
, )一 rj

一 r 沙功 九公。)+ r l

r叮田

八八(j
〔: ,)))

图 1 当
n

为佣数
.

0< 。( 1时
,

F(f。 )的图形

即F (
s
)与P (

s
)是 H等价

,

因而 F (
s
)是H稳定的当且仅 当P (

s
)是H稳定的

,

个突出棱边是H稳定的
.

P l
(
。
)的四个顶点为

P ;
(
S
)二 f

。

(
s
) +

r l + r : s , P
:

(
s) = f

。

(s )一
: , + r Zs

P
。

(
s ) = f

。

(
s
)一

r , 一 r : : ,

P
‘

(
s
) = f

。

(
s
)+

r l 一 r Zs

四个突出棱边为

几P,
(
s
)+ (1 一几)P

:

(: )
,

凡PZ
(
s
)+ (1一元)P

3

(
s
)

几P
3

(
s
) + (1 一几)P

‘

(
s
)

,

几P
‘

(
s
)+ (1 一几)P

,
(
s
) 几〔[o

, 1〕

由命题 2
.

1可知P (s) 的四个突出棱边H稳定 当且仅 当四个顶点为 H稳定
.

对p
:

(的有相同的结果
.

因此
,

F (s) 是H稳定的当且仅 当 (2
.

4 a) 的8个多项式是H稳定的
.

同理可证
n
为奇数时结论也成立

.

,
次多项式族
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,
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.
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.

将它改写为
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。

(
·
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鑫
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一
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中设其又
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.

8 )

定理 2
.

2 多项式族 (2
.

6 )式是H稳定的 当且仅 当其1G 个顶点多项式 (2
.

8 )是H稳定的
.

证明 当。< 。《 l时
,

F (j。)的边界是一个八边形
,

其顶点为P。(j动
,
i 二 1 , 2 ,

⋯
, 8

.

(图

2》
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1以 5

‘

、.了

田万P

m
�.上

‘”。¿ ,f
_

止

”。勺
。J )

z
户户

—

P :
口。

夕 。

仃。)

圈2 当。< 。簇1 .

为= 2协 + 1时
,

F (j。 )的图形

当1< 。 < + co 时
, F (j劝 的边界是一个八边形

,

其顶点为P‘(j动
,

‘二 9 ,

]0
,

⋯ 16 .

由边界定理可知
, F (: )是 H稳定的当且仅 当F (]’动 的所有相邻顶点所对应的多项式的凸

组合是H稳定的
, 而这些凸组合或者满足命题2

.

;
或者 满足命题2

.

2 ,

因此F( s) 是日稳定的当

且仅 当 (2
.

5) 式的16 个多项式是 H稳定的
.

口

由于 n
次多项式

j( 的 = a0 + a ls + ⋯ + a 一 ls ” 一 , + a 声
”

」

(2
;

的

是 H稳定的当早仅 当
”
次多项式

f . (s ) 二 a 。+ a , _ , : + ⋯ + a , s一
‘+ a 。: .

是 H稳定的
.

我们可以知道

F ( ; ) 一{, ( ;
, , j ( :

, 二艺
a . “‘

乙 Ia ‘一改‘ }《 r ,

刀
‘
、

a ,
、 : 。, *一 k+ 1 ,

⋯
, 。

} (2
.

10 )

是 H稳定的当且仅当其拭个特殊的顶点多项式是H稳定的
.

,
次多项式族

F (·) 一{, (: , ; , (·, -
艺

a ‘s ‘

乙 la. 一叫 《叭

乙 }a一 沙
‘}( 几 ( 2

.

11)
谊= 脂+ 1

可以写成

F (·, 一{f ‘
·

, , f (: )

}

二 /
。

(: ) + 艺
a 节s ‘

,

乙 Ia 令l《 r , ,

乙 }a : }、 r Z

}
(2

.

1 2)

其中 f
。

(s ) = 乙 “扩
,

衅 = a ‘一“

F( : ) 的一组顶点多项式为
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f
。

(S )士r l士r Z : 七十 ’ ,

f
。

(
s
)士

r , 士r : s k 十 “

f
。

(s )士r : s 士r : : 七干 ’,

j
。

(
s
)士

r , s 士r : s“ 十么

年 才

} (2
.

昭a)

f
。

(
s
)士

r l s k 一 ‘

士r : : ” 一 ‘,

f (
s
)士

r l : “土r : : ” 一 ‘ ,

f
。

(
·
)士一

““一 ‘士犷 ! “”

}
j
。

(s) 士rl “扩

土 7
一

:
尹

(2
.

1 3 b )

定理2
.

3 多项式族F (s) (艺
.

几2) 式是H稳定的当且仅 当其况个顶点多项式 (2
.

1 3 )式是 H

稳定的
.

证明 设

P , (: ) ~ 义f (
: ) , f (

:
) ~ f

。

(
s) + 汽工r , (s + 1 )+ 几

Zr ,
(
“ 一 飞)

+ “七+ ‘

〔拼lr 2

(
s + 1

一

) + 拼
: r Z

(
: 一 l)〕

,

之1
,

之
2 , 拼1 , 拼:

〔 [一 1 / 2
, 1 / 2〕} (2

.

1 4 a )

P
:

(s ) = {f (
: ) , f (: ) ~ f

。

(: ) + 几
, r ,
(
s k + : 七一 ‘

)

+ 凡
Zr , (。

k 一 s k 一 ‘

)+ 拜, r :

(
: ” + : n 一 ‘

) + 拼
: r :

(“
砚

一 : ” 一 ‘

)

几:
,
几
2 , 拼1 , 拼2

〔卜 1 / 2
, : / 2〕} (2

.

1 4 b )

P (
:
) = P,

(
s
) U P

Z

(
:
)

则 P (
s
)c= F (

:
)

,

且

F (j。) = P l
(j。)〕P Z (j。)

, o《。《 1

F (j。) = P
Z

(j。)习P ;
(j。)

, 1 < 。< + “

即F (
s
)与P (

s
)是H等价的

.

因此 F (s) 是H稳定的当且仅 当P (s) 是H稳定的
,

当且仅 当p (s) 的各条突出棱边是什稳定

的
.

(2
.

1 3 a )与(2
.

1 3 b )的多项式分别为p l
(
s
)

,
p

:

(
s
)的顶点

, 而p ;
(
:
)与P

:
(
;
) 的一组突出棱

边
, 即相邻两顶点的多项式的凸组合满足命题 2

.

2
.

因此 , F (习是 H 稳定的当且仅 当 (2
.

1 3 )

式的32 个顶点多项式是H稳定的
.

口

关于定理2
.

3的说明

事实上
, Pl

(j 动与P
Z

(j动
, 即当。< 。《1和 1《。 < + co 时的F (j劝

, 至多是复平面上的

八边形
,
甚至是菱形

.

因此 通过分析可知
,
对于

。和 掩的奇偶性
,
检验多项式的个数分别为以

一

厂几种情况
:

l) 二
n

为奇数
, 寿为偶数

: 16 个检验多项式 ,

2 )
n
为奇数

, k为奇数
: 8个检验多项式 ,

劝
。
为偶数

: 12 个检验多项式
.

限于篇幅
,
这里对以上各种具体情况下的检验多项式及证明过程就不叙述了

.

三
、

有限检验不成立的例子

我们 已经就属于 (1 3 )式一类的多项式族列举了若干可以通过有限检验来 判 断多项式族

的H稳定性实例
.

但属于这一类的多项式族
,

井不总是可以通过有限检验来判断其H稳定性
.

属于多项式族 (1
.

3 )的棱边可以是如下形式的两个多项式的凸组合
:

f(
: ,
只) = f

。

(
:
) + 元(a

: n :

+ 户
”,

)
,

元〔[o
, 1」 (5

.

1 )
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其中f
。

(
s
)是

n
次多项式

, 。, , 。:

簇
n ,

并假定f(
s ,
几)对 v 几〔〔0

, 1〕都是
”
次的

.

能否通过有限检验来判断多项式族 (1
.

3 ) 的 H 稳定性的间题的关键是能否由 f (
: ,

0) 及

f (
。 ,

l) 的H稳定性得出f (
。 ,

幻是 H稳定的
.

我们知道
, 当n l 一 。: 二 士1

一

或
n l 一。 2

是偶数时
,

(3
.

1 ) 式满足命题 2
.

2的条件
,
所以这时结

论成立
.

而当n l 一 n :

是奇数 (不等 于士D 时
,
则结论不成立

.

例 I f (
: ,

幻 ~ 了
.

1
一

扩十 6s
“
十枯 + ‘十元(一 2

.

枯
3
+ 2

.

功 (3
.

2 )

其中 几〔 [o
, 飞

一

〕

易知 f(
s ,

0 ) = 7
.

”: ‘
+ 6 : 2

+ 6 5 + j ,

f (
s ,

L) = 5 ; 3
+ 6 5 2

+ 6 : + 了
.

1

都是 H稳定的
,

但

f (
: , 0

.

5 ) 二 6
.

0 5 ; 3
+ 6 : 2

+ 6 : + 6
.

0 5

是不稳定的
.

例2 设多项式族为

F (
s
) = 笼j(

。
) , f (

s
) = f

。

(
。
) +

a 。
+ a , s + a Zs Z + a 3 “吕夕

la
。

{+ 」a
3

1(
r ; ,

}a 工】+ 】
a Z

】(
r :

} (3
.

3 )

其中 f
。

(
;
) = 5 + 6

.

0 1 5 + 6 5 2 + 5 ; 3 , r l = 2
.

1 , r : = 0
.

0 1

F (
:
)的一组顶点为

夕 ,
(
;
) = f

。

(
s
) +

r , 一 r : : 2 ,
P
。

(
s
)二 f

。

(
s
) 一

r , + r Zs艺

P
:

(
;
)二 j

。

(
s
)+

r , + r : s ,

P
。

(
s
) = f

。

(
s
) 一

r ; 一 r Z :

P
。

(s ) 二 f
。

(
;
) 一

r l; 3
+ r Z : ,

P
,

(
s
) = f

。

(
s
)+

r , 5 3 一 r Zs

P
‘

(
s
) = f

。

(
s
) 一

r l + r : : ,

P
S

(
:
) = f

。

(
s ) + r , 一 r Zs

图3 当0< 。( 1时
,

(3
.

3 )式中F(j。 )的图形

可以验证
, 户

‘

(约 (i 一 1 , 2 ,

⋯
,

s) 是H稳定的
.

p
,

(s )与p
。

(s )两多项式的凸组合为

P (
s ,

几) = (1 一几)P
7

(
s
) + 几P

:

(
s
) = 7

.

]
一

5 3 + 6 5 2
+ 6 。+ 5 + 几(一 2

.

1 ; 3
+ 2

.

1 )

由例 1知P (
: , 0

.

5 )是不稳定的
.

因此
, 由(i

.

3 )式所描述的‘类多项式中
,

有许多有限检验成立的实例
,
也不乏 有 限检

验 不存在的例子
.
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我们始终得到 了黄琳教授 的悉心指导和博士生王龙的热情
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.
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,

我们向他们致 以深深的谢意
.
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