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摘 要

本文应用微分不等式技术证明一类具有转向点的三阶半线性奇摄动边值问题解的存在性
.

关匆词 转向点 半线性 奇摄动

一
、

引 言

关于具有转向点的二阶常微分方程的边值问题已有很多作者研究过
〔‘~ ”乙 ,

但具有转向点

的三阶常微分方程的边值问题所见文章不多
.

本文考察如下问题
“, , ‘,

= a
(X

, “
), 助

+ f(x
, g , , , , e

) (1
.

1 )

, ,

(一 1 ) = A
, 刀(1) = B

, , ,

(1 ) = C (1
.

2 )

其中
。
是正小参数

, x 二 O是转向点
,

即a( o ,

0) 二。
.

退化方程及其边界条件为
:

o = a
(
x , 0 ) 9

1,

+ f(
x , , , g ‘, o ) (1

.

3 )

, ,

(一 1 ) = A
, , (1 ) = B (1

.

4 )

利用微分不等式技术
,

我们证明了问题 (1
.

1 )
、

(1. 2 )解的存在性
,

并给出解的估计
.

文

中恒假设
:

(H
、
)

a
(二

, 。
)在 〔一 1 , 1〕x 〔o

, 。。] 上
,

f (x
, , , 夕产 , e

)在 [ 一 1 , 1 1 x R
Z x [o

, 。。] 上充分光滑
.

‘H
Z
,

·
‘一,

_

: 呈李{
一 ‘, “〕· 〔“

,

一〕上
,

可〔
,

一“一 “, “·>

一
(H

3

) f(
x , 夕 , , 尸 ,

0) 使得
:
对任意N > 0 ,

存在H (N )> 0使得退化方程 (1
.

3 ) 的任意解
u
(x )

,

只要 }“ (x ) }( N
, x 〔[ 一 1 , 1 ]

,

便有 }
“ ,

(% ) !《H (N )
, x 〔卜 1 , 1 1

.

(H
一

) 存在a (x )
,

刀(x )〔C
Z

([一 1 , 1」)
,

使得在 [一 1 , 1〕上
a (x )< 刀(x ), a 尸

(一 1 )> A > 刀
,

(一 1 )
, a (1 )< B < 刀(1 )

a
(
x , 0 )a

, + f(x
, a , a 尸 , 0 )) o , a

(x
, o)刀

I,

+ f (x
,

刀
,

刀
‘ , o )< o

.
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(H
。

) f(x
, 夕 , 刀尹 , 。

)在口~ { (x
, g , 夕尹

, 。
) !一 1《x 《1 , 一“ < , , , 尹< oo

, o < e
《

。。} 上关于

夕为不减函数
.

(He) ju, 怀咧钾
一

架坷>
”于。上成立

·

一
_

几
二 六 .

二
、

主 要 结 果

首先给出两个引理

引理 考察奇异边值问题

a
(才

, x , x ,

)x
l,
= f(t

, x , 二‘)

月x (o) 一 Bx ‘

(o)二 a ,

C x (1 ) + D x ,

(1 )二刀

假设

I
O a〔C ([0

, 飞〕义 R x R
,
R )

,

对固定的 (
x , x l

)〔R x R
,

非空且测度为零
.

a( t , x , x ; ) > 。
,

于阳
, 1〕x R x 尸,

对任意

(2
.

1 )

(2
.

2 )

集合 行〔〔0
, 1

一

〕
, a
。

, x , x ‘) = o }

x , X l〔C (〔0
, 1〕

,
尸)

,

丁:一
‘
一

‘
·

,
, X l

‘
·
”“

·< 一

Z
O

f〔C (仁o
,

1 ] x R x 刀
,

R )
,

满足对任意 M ) 0 ,

存在 N (M )> o ,

使得汁任 意 方 程

(2
.

1 )的解x (t)
,

只要 }x (t) !《M
,

t〔〔o
, 1 〕

,

便有 !
x ‘

(t )1《N (M )
, t〔[o

, 1〕
.

3
O

A
,
B

,

C
,
D > o且 A

Z
+ B

Z

> o ,

C
Z
+ D

Z

> D
.

4
“

存在仍
,
四〔C Z

([0
, 1〕

,

R )
,

使得在 [o
, 1 〕上

望 (才)< 叨(t)

月明 (0 ) 一B 。
‘
(o)< a ( 诬切 (o) 一 B .

‘

(o )

C叫(1 ) + D 功
‘

(1 )< 刀( C勿 (1 )+ D 勿
‘

(1 )

a
(t

,

望
,

翌
‘

)望
I,

> f(t
, 叫 ,

望
‘

)
, a

(矛
, 勿 , 历 ‘

)匆
“

< f(t
, 匆 , 匆 产

)

在假设卫
“

、滚
“

之下
,

问题 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )有解
、
(t)

,

满足

‘ (t)《x (t)《勿 (才)
, t〔 [0

, 1 」

证明 这是文 〔6〕之定理1 ,

显然命题对 开。 (八 x ,

x’ )( O ,

掩 [0
,

门也成立
.

引理2 考察如下边值问题
:

‘

夕, = F (x
, 刀 , 夕 ,

尹 ) (2
.

3 )

,
,

(
a ) = a

,

万(b) = 刀
, 夕‘

(b ) ~ 尹 (2
.

4 )

假设
’

1
“

尸(%
, 万 , z , 功)在口 一 { (x

, , , z ,

田) {
a
( x ( b

,

一 co < 夕 , 二 , 切 < co }上连续
.

2
。

任意M > 0 ,

存在h( M )> 0 ,

当a
《

x
《b

,

!川 ( M
, 一 co < 2 , 、< co 时

!F (x
, 夕, : , 。)}《h (M)必

,

(!
二
})中

。 (}。 1)

这里0《p ( 1
一

, q > o ,

p + Zq 《3 ,

且 , > o时
. ’

中
,

(
s
)二 m a x {1

, s ,

}
,

(0《
s < OO )

.

3
O

F (x
, 夕

, 二 , 、)在口中对刀为不减函数
.

4
。

存在丝 (
x
)

, . (
:
)〔C

”〔a
,

6」
,

当a《 x
《6时

田 (x) 《幼 (劝
,

州 (x) > 切
‘

(x)

幼 夕 (
x
)> F (义

, 勿 (x )
, 勿

’

(
x
)

, 幼 “

(
x
))

,

坦 ” ’

(x )《F (x
, zD (欠)

, 塑
‘

(
x
)

, 切 “

(
x
))

那么对a ,

刀
, , ,

当砂
‘

(
a
)》

a
> 勿 ‘

(
a
)

,

塑(b )《刀( 勿 (b)
,
丝

,

(b )> ? > 功
’

(b )时问题 (2
,

3 )
、

(2
.

4 )
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有解 , (劝适合

丝(x )( 夕(x )( 勿 (x )
,

坦
‘

(二)> 万
’

(x ) ) 历
’

(x )

证明 这是交口〕的引理2
.

定理 1 在假设 (H
;
)、 (H

6

)之下
,

问题 (1
.

1 )
、

(1
.

2 )有解刀(x
, :
)

,

满足

山 (
X
)( 夕(

、 , 。
)《勿 (

x
)

, x 〔[ 一 , , 1 〕

翌
,

(
% )> ,

‘

(x
, 。
)) 勿

’

(
%
)

, 义〔 [ 一 1 , 1〕

证明 在 (H
:
)~ (H

4

)之下
,

由引理1知
,

问题 (叭 3 )
、

(1. 4 )有解
“
(劝

,

只存在正数d 使

得当一 }簇戈《1 , 0 < 。
(

: 。

时

1。。价 一 a
(x

, 。
)
u “ 一 f (

x , 。 , 。‘ , e
) }《d 。

由假设 (H
l
)

,

(H
。

)
,

(H
e

)可知
,

存在正数K
,

M
,
11

,

l: , 1
3 ,

d ,
使得

a
(
x , 。

)《0 (一占《 x 《占
, 0 < 。

《
。。

)

a(
x ,

约《一 K (一 1《
戈
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《
。
0)
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,
(
x , g , ,

, , 。
)( l,

(一 , 《二《 一 J
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e
《

e 。

)

o( j
,

(x
, 万 , 夕

’ , 。
)( l

:

(一 d《x 《咨
, 0 < e

《
。。

)

0《f
,

(二
, 刀 , 夕

’ , 。
)( l

:

(乃《x 《 1 , o( ￡
(

: 。
)

九
,

(二
,

夕 ,

犷
,

e) > 一M (一 1( x ( 一己或占《二《 1, 0 < 。
(

。。

)

丈。
,

(
x , , , 夕

’ , 。
)> M (一 6《

二
《占

, 0
·

( 。
(

。0

)

令 功 (x) 一 。
(劝 + 功(x)

, 功 (劝 二 “
(劝 一功(劝

其中
。r [ e x P〔(几

, 一几
2

)占〕e x P「几
, x 〕一 d ,〕

“r 〔e x P〔几
: x 」一 d l」

,

: r 〔e x P 「(几
2 一几

。

)占且e x P〔几
3二1一 d ,〕

x 〔〔一 1 , 一占〕

x 〔[一 占
,
占」

x 〔[占
, 1 〕

_ 、

_
,

1

议望 d
l

二
_

一— 乙
m in 不e X p 〔一几, 占〕

, e X p 仁几
2
占〕

, e X p 「几
3

, }> 0
, r而为充分大常数使得

r d , > d
.

而

几,
是

。}ua + K 护 + 万久一 11 一 0的负根
,

且h m 几1二
_ 呵王可对

“

砂丝八
2K

;
2

是。、 一M 、一 ,
, 一 。的负根

,

且 lim 、
。

一态考一卜 O J人

几
。

是以
“
+ K 护 + M 几一 l

、 ~ 0 的负根
,

且 h m 几
3 - 一竺步“对

么+ 飞夕
冬-

2 K

且当K
,

M
, 11

,
I

, , 1
3

满足适当条件时
,

例如

2斌元< M < 3动K
,

61 ; / (2 斌 右不
一

: 一 3 )< 人< 2斌几

可使。> 亢
1 > 元

2

> 兄
3 .

显然功(劝和厉 (x) 都是〔一 1 ,

月 上的连续函数
,

且在 〔一 1 , 1」上 翌 (x) < 。
(劝 < 勿 (x)

,

了 (x) > “‘

(x) > 功
’

(x)
.

山 (x)
,

叫x) 在小区间艺一 1 , 一 司 , 〔一 d
,

司 , 〔占
, 1〕上均为三次连续

可微函数
,

并且由功(劝的表达式及久
1
> 棍> 几

3

不难得到

匆
’

(一己一 0 )> 劝
‘

(一占+ o )
, 匆

‘

(占一 o)> 幼
’

(d + o )

丝
‘

(一侈一 0 )< 翌
,

(一占+ 0 )
, 翌

,

(占一 0 )< 望
,

(d + 0 )

对于初始条件亦有
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些
’

(一 1 )> A > 幼
’

(一 1 )
, 叫(1 )( B < 匆 (1 )

, 翅
’

(l)) C > 少
’

(l)

最后一式要求
r
充分大使

“’

(一 1 )一
。r几

。e x P〔(几
, 一久

3

)占」e x p L之
3

〕> C > 。 (一 1 )

+ 。r 凡。e x P仁(几
2 一凡

3

)6 le x P 仁几
,

〕

下证在 仁一 1, 1
一

〕上成立

。历
’“ > a

(
二 , 。

)切
“

+ f(
二 , 勿 , 切

‘ , 。
) (2

.

5 )
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。幼

‘’

一 a
(义

, 。
)勿

“
一 f(x

, 劝 , 功
‘ , 。
)

= 。
(幼
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一 a
(x

, :
)(动

“ 一 u “
) 一

a
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, :
)
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一 f(二
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)一 f(
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)
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(叨
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)一
a
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)(匆
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)

一

〔f:
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,

(二
, 。 ,

一 + ”(。
’

一 ,
, ·

, d“}‘
勿 一”

,
,
(x

, “+ “(‘ 一
。
)

, “‘ , ·
, d “」“

一 。
, + 「

。“

一 a
(二

, 。
)
u “ 一f (x

, 。 , “
’

, :
)〕
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一份 ,
J

” 产

一 “
‘ 产 了

以历

) + K (叨
“ 一 u l,

)+ M (历
’

一 u )一 l: (动 一 u
)一 d 。

, 义〔卜 1 , 一占」

)一M (切
’

一 u
‘

)一 l
。
(幼 一

u
)一 d 。

, x 〔卜 占
,

占〕

)+ K (幼
“ 一 。 “

) + M (勿
‘

一 u ’

)一 I
。

(卜
。
) 一 d 。

, 二〔[己
, 飞〕

肖!儿恤恤resL己e

r..,少、.t.

妻

{
r o e x p [ (几

, 一几
2

) d〕e x p [元lx l〔。元r+ K 几圣+ M几
: 一 11 1+ (

r d l 一 d )
。

r e e x p 口
Zx 〕[。几身一M 几

2 一 1
2

〕+ (
r d l 一 d )

。

r o e x p 〔(几
2 一几

3

)d〕e x p [凡
3 x 〕[。几宝+ K 几蕊+ M 几

。一I
。

」+ (
r d , 一 d )

e

> 0

即得证
。毋 ” > a( x , 。

)叨
“
+ f (x

, 叨 , 勿 , 。
). 类似地可证得

e塑
‘ ’

< a( x , 。
)望

“
十了(

x , 功 , 山 ,

e )
.

由上述验证知引理2的假设条件均成立
, 一

{
几

是边值问题 (l
.

1 )
、

(1
.

2) 的解存在
,

设为

夕(
x , 。

)
,
且有

塑 (
x )《 , (

x , “
)《历 (

x
)

, 翌
‘

(x )) , (
x , 。

)》历
’

(
:
)

, x (卜 1 , 1 ]

至此
,

定理 1证毕
.
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