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,

年 月 日收到

摘 要

本文提出一能最原理 即光测弹性理论中辐联系统的零差功原理
,

并据此原理导出了光 测 弹

性理论中藕联系统的势能
、

余能 广义势能和广义余能变分原理

所谓辐联系统是指形状
、

尺寸
、

载荷和边界条件全同且都处于真实状态但材料不同的两 个变

形体
。

光测弹性理论中的原型体和模型体实质上是祸联系统
,

因而上述原理就成为确定柏松比
,

对冻

结应力法精度影响的理论基础
。

关一门 光测弹性力学 祸联系统 零差功原理 藕联变分原理

一
、

引 言

在光测弹性理论中 存在一个学科性的重大课题
,

那就是对多连通的二维问题和三维问

题 在用冻结应力法测出模型体应力后
,

如何将模型体的应力转换为原型体应力的问题 即

柏松比
,
对冻结应力法精度的影响问题

这一问题的力学实质可归结为已知藕联系统的某一解如何求其对偶解

这一课题难度很大 因此它长期未获解决 解决这一课题的另一困难还反映在
,

到 目前

为止
,

我们还未查阅到任何资料和文献

上述能量原理和变分原理可能是我国学
一

在弹性力学变分原理和光测弹性理论领域中的

又一贡献

二
、

光测弹性理论中拐联系统的零差功原理

基本方程

对小变形体 有下述基本方程

口‘, , ,

‘, 尹‘

‘〔

‘〔 ,

, , 。, , ‘ ‘
〔犷

一

一一心
召

苍

钱伟长推荐  年 月 日第一次收到



付 宝 连
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二叮‘夕,

或 ‘, ‘〔犷
,

零差功原理

首先
,
让我们规定

,

辐联系统是 由第一 模型

第一系统的解是巳知的而第二系统的解是未知的

假设有一对祸联系统
,

它们的状态分别为
, ‘, ,

和

应用式 于该藕联系统
,

我们得

系统和第二 原型 系统构成并且假设

召 ‘, , “ ‘,

和 , ‘, , ‘, , “ ‘,
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由于该藕联系统均满足方程 和
,

所 以我们有

。 ‘, 一 ‘, ‘ 一 。, ‘, 〕“厂一

式 表示着零差功原理 它表明
,

对于祸联系统
,

该藕联系统的应力差在相应变差 上

所撒功的总和为零

式 还可用另一方法得到 讨于该藕联系统
,

分别有方程

,
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式 即式

推导上述原理时
,

我们并没有用到任何物理 几系 故该原理适用于两线弹性体之间
、

线

弹性体和非线弹性体之间和两弹塑性体之间
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三
、

光测弹性理论中祸联系统的变分原理

藕联系统的势能原理

对式 取第二系统的应变变分 我们得
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.

应用约束条件
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2
.
藕联系统的余能原理

对式(2
.
13)取第二系统的应力变分

,
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由于第一系统的状态 已是已知的
,

再据变分法预备定理
,

可从式 (3
.
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.

应用约束条件
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对式 (2
.
11) 第二系统的应力分量取变分

.
我们得
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四
、

光测弹性理论巾祸联系统具有二变量的广义变分原理

1. 藕联系统具有变量叭‘

和几
‘, 的广义余能原理

首先
,
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.
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它就是藕联系统具有变量气
.和a

Z‘, 的广义余能泛函
.

对 泛函 (4
.
6)取驻值

,

我们得

。。
。 , 。
一

l{ {

,

{ [

口B

口口
2‘, 乡(一

, ,
+ 一 , , ·,
〕
占。

2。,

+ ‘。
2‘, , ,

一
, ha

Z。

}

d V +

{ {

:
.

‘

一
,“a

Z

一ds

(4
.
了)

据变分法预备定理
,

口B l

口仃
2., 2

( {
(
。2‘, , , 一。1‘, n ,

) 。
。2 ,。: 一。

J J S 。

我们最后得

(
。2 ‘, , ,

+
。2 , , ‘

) = 0
(
x ‘〔V ) (4

.
5 )

。:‘

川 一 。1‘, , ,
= o (

x ‘〔犷)

u Z
一

。l‘
= o (

x ‘〔S
。

)

a
Z ‘, n , 一。1‘夕n ,

~ o (
x ‘〔S

,

)

利用约束条件

口B

(4
.
9 )

(4
.
10 )

(4
.
1 1 )

一
一 心乞。夕二

月汀
。

“

式 (4
.
5) 成为

。2 , , 一

合(
“2 , , ,

+
。 : , , ‘

) 一。 ( 4
.
8 )

,

式 (4
.
5 ) [或 (4

.
5 )

‘

〕
,

(
4

.

。)
,

(
4

.

1 0
) 和 (4一 l)分别是泛函 (4

.
7) 的欧拉方程和 自然边界条

件
.

报联系统具有变t
“: ‘和凡‘,

的广义势能原理

对于第二系统
,

有以、
‘和气‘,为变量的广义势能泛函

【2 二

二 , , 一
{{l

_

干
, (

。 2

)
- O A (

e Z

口‘
2‘夕

)--

l一合
(
一
+
一

,」
一 , ‘。2 ‘

飞。。
一
{ {

,
‘。2 ‘、: 一

{ {

_

旦禁
:)。,

(
u Z。一。2‘

) 。s (4
.
;2)

J JJ S夕 J J S
。

u O Z t J

用与构造泛函 (4
.
6)相同的方法

,

可得藕联系统具有变量为
。2 ‘和几., 的广义势能泛函如下

二
。 , ,

一
{{ } 于JJJV、

一 J z‘夕

口A 「 1
, . 、

1

丑一而而
-
【
‘2 ‘’一万 气“2‘, ’十“ , , , ‘)

J

;

(
·: ‘, ,

+ 一
, ‘
)

}

“犷 +

{ {

:
.a l‘,

一
d“

粼
, ·,

(
·2 ‘一“; ‘

) 、: (4
.
13)

日S

r
...J

r
...J

对泛函 (4
.
13 )取驻值

,

可得变分方程

“H
· , , 一

{ {l

;

{

一

【
·2‘, 一

合
(一 , ,

+ 一
, ‘
)

〕
“

(瓷)



光洲弹性理论中藕联系统的变分原理

一
r(

一

掣
一、 一。

1‘, . ,

L \ o e 名‘才 I , J

“
2,

}

“犷

+

1 1

: ,

(戳
·,

一)
‘一ds

一

l !

:
.
‘

一
)一。

(粼
,

)

、s -
(4
.
14)
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原理的解析应用

零差功原理的应用

假设有两球体
,

它们被相 同的引力作用
,

但是 由不同材料构成的
.
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体的杨氏模量和柏松比
,

而 p表示两球体的密度
.
即两球体的密度彼此相同

.



付 宝 连
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它也表明
,

该原理是正确的
.

2
.
报联系统势能原理的应用

让我们考虑两矩形板
.
其一是示于图 l(a) 的均质板

,

另一个是示于图 l(b) 的正交各向

异性板
.
它们是辐联系统

.
它们在 , ~ b 边上都受相同的分布载荷尸

, 。
= 乙 p

。“
in 的作

饥 · 1 , s

”2汀X
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用
.
现在我们的问题是利用藕联势能原理求均质板的对偶解

.

应用功的互等定理法可求得均质板的挠曲面方程
。

它为
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该算例亦说明
,

该祸联系统的势能原理是正确的
,
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藕联系统余能原理的应用

图 2(a) 和图2(b) 表示两个均质矩形板
.
图2(a) 中的第一块板 是由E

l
和, , 的材料构成的
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在下面
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即第一

块板的对偶解
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经过计算
.
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该计算也证明
,

藕联系统余能原理是正确的
.

最后
,

我们必须指出
,

对上述板的两个例题
,

它们的挠曲面方程都和自己的柏松比
v
有

关
,

因此该两算例更令人信服
.
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